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coniche Pag. 

Una  cubica  lia  tre  sistemi  di  punii  coriispondcnti  (146).  Quadrilateri  completi  inscritti  in  una 
cubica  (146j  b).  Proprietà  di  quattro  punti  di  una  cubica,  aventi  lo  stesso  tangenziale 
(147).  Polari  di  un  punto  rispetto  a  più  cubiche  sizigetichc  (148).  Proprietà  de' punti  di 
contatto  delle  tangenti  condotte  ad  una  cubica  da  tre  suoi  punti  in  linea  retta  (149).  Tre 
sistemi  di  coniche  tangenti  in  tre  punii  ad  una  cubica;  coniche  aventi  con  essa  un  contatto 
sipunto  (  150  I. 
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Pag.  7.  Alla  terza  nota  aggiungete:  Battaclini,  Sulla  dipendenza  scambievole  delle  figure 
(Memorie  della  R.  Accademia  delle  scienze  ,  voi.  2,  Napoli  1857,  p.  xxi  e  p.  188  >. 

Pag.  16  e  41  (numeri  21  e  49).  L'importante  teorema  sull'  involuzione  dei  gruppi  di  punti  in  cui 
una  trasversale  incontra  più  curve  d'  un  fascio  è  stato  enunciato  in  tutta  la  sua  generalità  da  Poncelkt 
(  Comptcs  rendiis,  8  mai  1843,  p.  953).  Stubm  aveva  dimostrato  quel  teorema  per  le  coniche:  Mé- 
moiìc  sur  les  liijnes  du  second  ordre  f  Annalcs  de  Cerconne,  1.  17,  Nismes  1826-27,  p.  180). 


(*)  Di  i\ticiV  errata-corrige  sono  debitore  alla  cortesia  del  mio  egregio  amico  K.  Beltiiami. 


Petit  (Ione  qui  voiidra ,  daiis  l'état  actiiel  de  la  science, 
g^nérallser  et  créer  en    geometrie:  le   gcuie   n'est  plus 
indispeusable  pour  ajoutcr  une  pierre  à  l'édilìce» 
Chasliìs,  Apcrcu  hisinrique,  p.  269). 


Jl  desiderio  di  trovare ,  coi  metodi  della  pura  geometria ,  le  dimostrazioni 
degli  importantissimi  teoremi  enunciati  dall'  illustre  Steiner  nella  sua  breve 
Memoria  «  Allgemeine  Eigenschaflen  der  aìgebraischen  Curven  «  (  Creluì  ,  t.  47  ), 
mi  ha  condotto  ad  intraprendere  alcune  ricerche  delle  quali  offro  qui  un  sag- 
gio benché  incompleto.  Da  poche  proprietà  di  un  sistema  di  punti  in  linea 
retta  ho  dedotto  la  teoria  delle  curce  polari  relative  ad  una  data  curva  d'  or- 
dine qualsivoglia  ,  la  qual  teoria  mi  si  è  affacciata  così  spontanea  e  feconda  di 
conseguenze,  che  ho  dovuto  persuadermi,  risiedere  veramente  in  essa  il  meto- 
do più  naturale  per  lo  studio  delle  linee  piane.  Il  lettore  intelligente  giudiche- 
rà se  io  mi  sia  apposto  al  vero. 

La  parte  che  ora  pubblico  delle  mie  ricerche,  è  divisa  in  tre  Sezioni. 
La  prima  delle  quali  non  presenta  per  sé  molta  novità,  ma  ho  creduto  che, 
oltre  alle  dottrine  fondamentali  costituenti  in  sostanza  il  metodo  di  cui  mi  ser- 
vo in  seguito,  fosse  opportuno  raccogliervi  le  piti  essenziali  proprietà  relative 
all'intersezione  ed  alla  descrizione  delle  curve,  affinchè  il  giovane  lettore  tro- 
vasse qui  tutto  ciò  che  è  necessario  alla  intelligenza  del  mio  lavoro. 

La  teoria  delle  curve  polari  costituisce  la  seconda  Sezione ,  nella  quale 
svolgo  e  dimostro  con  metodo  geometrico ,  semplice  ed  uniforme ,  non  solo  i 
teoremi  di  Steiner  ,  eh'  egli  aveva    enunciali    senza  prove  ,  ma   moltissimi  altri 
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ancora ,  in  parie  nuovi  ed  in  parte  già  ottenuti  dai  celebri  geometri  Pllcker  . 
Cayley.  Hesse  .  Clebsch,  Sauion, col  soccorso  dell'  analisi  al- 
gebrica. 

Da  ultimo  applico  la  teoria  generale  alle  curve  del  lerz'  ordine. 

Oltre    alle    opere    de' geometri    ora    citati,  mi  banno  assai  giovato  quelle 

di     MaCLAI'RIN  ,    CaR^OT,     PoNCELET  ,    ChASLES  ,    BoBILLIER,    MOBIIS,    JoNQl'IÈRES. 

BiscHOFF  ecc. ,  allo  studio  delle  quali  è  da  attribuirsi  quanto  v'  ha  di  buono 
nel  mio  lavoro.  Io  sarò  lietissimo  se  questo  potrà  contribuire  a  diffondere  in 
Italia  1'  amore  per  le  speculazioni  di  geometria  razionale. 


SEZIO^E  I. 

PRINCIPII  FONDAiMENTALI. 


Art.  I.  Del  rapporto   anarmonico. 


1.   In  una    retta    siano  dati  quattro  punti  a,  b,  e,  d;  i  punti  a,  b  de- 
terminano   col    punto    e    due   segmenti,    il    cui   rapporto  è  — - ,  e  col  punto  d 

co 

due  altri  segmenti ,  il  rapporto  de'  quali  ^  ~y7  •  11  quoziente  dei  due  rap- 
porti , 

ac        ad 

^  ■    'db 

dicesi  rapporto  anarmonico  (*)  de'  quattro  punti  a,  b ^  e ^  d  e  si  indica  col 
simbolo  (  abcd  )  {**).  Mutando  1'  ordine,  nel  quale  i  punti  dati  sono  presi  in 
considerazione ,  >i  hanno  ventiqualtro  rapporti  anarmonici ,  quante  sono  le  per- 
mutazioni di  quattro  cose.  Ma  siccome  : 

_  _  _  '^^ 

cb    '  ~  '  ~  ^      '  ~ 


(  abcd  )  =  (  bade  )  —  (  cdab  )  =  (  dcba  )  , 

cosi  que'  ventiquattro  rapporti  anarmonici  sono  a  quattro  a  quattro  eguali  fra 
loro.  Ossia,  fra  essi,  sei  soli  sono  essenzialmente  diversi:  tali  sono  i  se- 
guenti : 

(  abcd  )  ,  (  acdb  )  ,  (  adbc  )  , 

1  )  (  abdc  )  ,  (  acbd  )  ,  (  adcb  )  . 

Si  ha  poi  : 

ad  \    /ad 


ad 

bd 

bc           ca 

cb 

db 

db    ~ 

~  'd^ 

ca           ad 

■    bd 

~  ~bc 

(ac        ad  \    /  ad        ac  \ 
"cb'  ■  ~db)   \db    '  Tò"/ 

(  abcd  )    (  abdc  )   ::=   1 , 


*l  Cbasles,  Apcrfu  historique  sur  l'origine  et  le  développement  des  mélhodes  en  yéométrie 
(  présente  à  I' Académie  de  Bnixellfs  en   ianvier  1830).  BriixeUes   1837,  pag.  34. 

.**)  M6BIDS ,  Ber  barycentrisclie  Calcai,  Leipzig  1827,  pag.  244  e  setr.  —  Witzschel,  Grunrili- 
nien  der  neueren  Geometrie,  Leipzig  1858,  pag.  21  e  seg. 
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ed  analogamenle  : 

(  acdb  )   (  acbd  )  —  1 , 

(  adbc  )   (  adcb  )  —  ì  , 
ossia  i  sei  rappoiti  anariuonici   1)  sono    a    due  a  due    reciproci.  Chiamati  fon- 
damentali i  tre  rapporti 

(  abcd  )   ,  (  acdb  )   ,   (  adbc  )  . 

gli  altri  tre  sono  i  valori  reciproci  de'  precedenti. 

Fra  qnatlro  punti  a ,  b ,  e ,  d    in    linea  retta    ha  luogo,  com'è  noto,  la 
relazione: 

bc  .  ad  —  ca  .  bd  -:-  ab  .  ed  —-  0  , 

dali.t  quale  si  l'icava  : 

ca         bd  ab         ed    _ 

bc         ad  bc         ad 


ossia  : 


abcd  )  -;-  (  acbd  )  =  1 


e  cosi  pure  ;  (  acdb  )  -;-  (  adcb  )  =  1  , 

(  adbc  )  ■+■  (  abdc  )  =:  1  ; 

cioè  i  sei  rapporti  anarraonici  1),  presi  a  due  a  due,  danno  una  somma  egua- 
le ali"  unità  (  rapporti  anarraonici  complementari  ). 

Dalle  precedenti  relazioni  segue  che ,  dato  uno  de'  sei  rapporti  anarraoni- 
ci 1),  gli  altri  cinque  sono  determinati.  Infatti,  posto  {abcd)  rr  /. ,  il  rap- 
porto reciproco  è  (  abdc  )  =:  —  .1  rapporti  complementari  di  questi  due  sono 

/l—  1 

(  acbd  )  =  1   —  A  ,  (  adbc  )  = .  Ed  i  rapporti  reciproci  degli  ultimi 

À 

1        ,  ;. 

due  sono   (  acdb  )  =:  ,   (  adcb  )  =: . 


2.  Conginngansi  i  dati  punti  a^  6_,  c^  d  ad  un  arbitrario  punto  o  situa- 
to Inori  della  retta  ab....  (  fig.  1.^  ),  cioè  formisi  un  fascio  o[a  ,b ,  e ,  d) 
di  quattro  rette  che  passino  rispettivamente  per  a,  b,  e,  d  e  tutte  concorra- 
no nel  centro  o.   1   triangoli  aoc ,  cob  danno: 


ac        ao          sen  aoc 

cb        bo           sen  cob 

Similmente  dai 

triangoli  aod,  dob  si  ricava: 

ad         ao           sen  aod 

db         bo          sen  dob 

opperò  : 

ac        ad          sen  aoc        sen  aod 

cb         db           sen  cob         sen  dob 

ovvero,    iiitlicando    con   A;,  B,  C,   D  le    quallio    direzioni  o{a,  b,  e,  d] 
con   AC,  CB , .  .  .  gli  angoli  da  es<e   compresi: 

ac         ad  sen  AC         seii  AD 


eh         db  sen  CB         sen  DB 

eguaglianza  che  scriveremo  simbolicamente  così  : 

(  abcd)  =  sen(  ABCD  ). 

Air  espre>sione  del  secondo  membro  di  quesl'  equazione  si  dà  il  nome  di 
rapporto,  anarmonico  delle  quattro  rette  A,  B,  C,  D.  Dunque:  il  rappor- 
to anaimonico  di  quattro  rette  A  ,  B ,  C ,  D  concorrenti  in  un 
centro  o  è  eguale  al  rapporto  anarmonico  de'  quattro  punti 
a,  b,  e,  d  in  cui  esse  sono  incontrate  da  una  trasversale.  Per 
conseguenza,  se  le  quattro  velie  A  ,  B ,  C ,  D  sono  segate  da  un'altra  trasver- 
sale in  a,  b',  e',  d',  il  rapporto  anarmonico  di  questi  nuovi  punti  sarà  egua- 
le a  quello  de'  primi  a,  b,  e,  d.  E  cosi  pure,  se  i  punti  a,  b,  e,  d  ven- 
gono uniti  ad  un  altro  centro  o  mediante  quattro  rette  A' ,  B' ,  C ,  D  -  il  rap- 
porto anarmonico  di  queste  sarà  eguale  a  quello  delle  quattro  A,  B.  C,  D. 

3.  Dati  quattro  punti  a,b,c,d  in  linea  retta  e  tre  altri  punii  a'.b'.r' 
in  tm'  altra  retta,  esiste  in  questa  un  solo  e  determinato  punto  d' .  lale 
che  sia  : 

(  ab' ed'  )  ^^  (  abcd  ). 

Ciò  riesce  evidente,  osservando  che  il  segmento  ab'  dev'esser  diviso  dal 
punto  d'   in   modo   che  si  abbia  : 

ad'    /ad        ac  \        a  e' 

d'V  ~  V  rfT  ■  ~cb)  '  7F  ■ 

Donde  segue  che,  se  i  punti  ad  coincidono  (  fig.  2.^).  le  rette  bh' ,  ce, 
dd'   concorreranno  in  uno  stesso  punto  o. 

Analogamente:  dati  due  fasci  di  quattro  rette  ABCD,  ABCD,  i  centri 
de' quali  siano  o,  a',  ed  i  rapporti  anarmonici 

sen  {ABCD),         sen  {  A' B' C  D' ) 

siano  eguali,  se  i  raggi  ^,4'  coincidono  in  una  retta  unica  (  passante  per  o  e 
per  a'  ) ,  ì  tre  punti  BB  ,  CC ,  DD'  sono  in   linea  retta. 

Dati  quattro  punti  a,  6,  e,  d  in  una  retta  ed  altri  quattro  punti  a,  b', 
e,  d'  in  una  seconda  retta  (  fig.  3.*^),  se  i  rapporti  anarmonici  [abcd], 
[db'c'd')  sono  eguali ,  anche  i  due  fasci  di  quattro  rette  a{a'b'c'd'),  a  (abcd) 
avranno  eguali  rapporti  anarmonici  (  2  ).  Ma  in  questi  due  fasci  i  raggi  corri- 
spondenti ad,  da  coincidono;  dunque  i  tre  punii  {ab',  db),  {ac,  de), 
{  ad',  dd  )  sono  in  linea  retta.  Questa  proprietà  offre  una  semplice  regola  per 
costruire  il  punto  d' ,  quando  siano  dati  abcd,  db' e. 

Ed  in  modo  somigliante  si  risolve  1'  analogo  probleiua  rispetto  a  due  fa- 
sci di  quattro  rette. 

4.  Quattro  punti  a,  h,  e.  d  in  linea  retta  dicon^i  armonici  quando  sia: 

(  abcd  )=:-!, 


tapperò  anche  : 

(  bade  )  =  {  cdab  )  =  (  dcba  )  =  (  abdc  )  =  (  bacd  )  =  (  cdba  )  =  (  dcab  )  =  ~  I . 

1   punii  a,  b  e  cosi  pure  e,  d  dicoiisi  coniugati  fra  loro  (*). 

Se  il  punto  d  si    allontana    a    distanza    influita,   il    rapporto  ha  per 

db 

limite  —  1  ;  quindi  dall'  equazione  iabcd)  =  —  1   si  ha  z=.  1  ,  ossia  e  è 

cb 
il   punto  di   mezza  del  segmento  ab. 

La  relazione  armonica   (  abcd  )   =:  —    1  ,  ossia 

ac  ad 

~cb    "'"  ~db    ~ 

mostra  che  uno  de' punti  e,  d,  per  esempio  e,  è  situalo  fra  a  e  b,  mentre 
r  altro  punto  d  è  fuori  del  segmento  finito  ab.  Laonde,  se  a  coincide  con  b, 
anche  e  coincide  con  essi.  E  dalla  stessa  relazione  segue  che ,  se  a  coincide 
con  e ,  anche  d  coincide  con  a. 

La  relazione  armonica  individua  uno  de' quattro  punti,  quando  sian  dati 
gli  altri  tre.  Ma  se  questi  sono  coincidenti ,  il  quarto  riesce  indeterminato. 

Analogamente:  quattro  rette  A,  B,  C,  D,  concorrenti  in  un  punto,  di- 
consi  armoniche,  quando  si  abbia: 

sen  (  A  BCD  )  =  —   1  , 

cioè  quando  esse  siano  incontrate  da  tuia  trasversale  f[ualunque  in  (juattro 
punti  armonici. 

5.  Sia  dato  (  fig.  4.^)  un  quadrilatero  completo,  ossia  il  sistema  di 
quattro  rette  segantisi  a  due  a  due  in  sei  punti  a,  b,  e,  a',  b' ,  e'.  Le  tre 
diagonali  aa' ,  bb' ,  ce'  formano  un  triangolo  a^y.  Sia  x  il  punto  coniugato  ar- 
monico di  §  rispetto  a  c^  e'  e  sia  y  il  coniugato  armonico  di  y  rispetto  a 
b,  b'.  La  retta  coniugala  armonica  di  aa'  rispetto  alle  acb' ,  ac'b  ed  anche  la 
ietta  coniugata  armonica  di  a'a  rispetto  alle  a'bc,  db' e  dovranno  passare  per 
X  e  per  y.  Dun(|ue  (jiiesti  punti  coincidono  insieme  con  a,  punto  comune  al- 
le bh' ,  ce'.  Donde  segue  che  ciascuna  diagonale  t^  divisa  armonicamente  dalle 
altre  due. 

Di  <|ui  una  semplice  regola  per  costruire  uno  de'  quattro  punti  armonici 
a,  y,  b,  b' ,  quando   siano  dati  gli  altri   ti'e. 

Una  somigliante  proprietà  appartiene  al  quadrangolo  completo  (  sistema  di 
(|uattro  punti  situati  a  due  a  due  in  sei  rette  )  e  dà  luogo  alla  costruzione  di 
un  fascio  armonico  di  ijuattro   rette. 

(j.  Quattro  punti  nij ,  m.,  ,  m-,  m^  in  linea  retta ,  riferiti  ad  un  punto  o 
della  retta  medesima,  siano  rappresentati  dall'equazione  di  quarto  grado: 

i)  A  .  om.^  -{-  42? .  òm'  -f-  6C .  òm-  -h  4D  .  om  -^  E  =  0  , 

cioè  siano  om, ,  om., ,  onu  ,  onii^  le  radici  dell'  equazione  medesima. 


(*)  Il  pillilo  b  ilictsi  coniiKjato  arinnnico  ili  a  liipctlo  ai  <Imc  c,  d,  ecc. 


Se  il  rapporto  anarmonico  {m^m.J^m-m^)  è  eguale  a  —  1.   si  avrà: 

m^ìnr,  .  ni^m.ì  -f-  m^ni-  .  m^m^  =■  0  , 

ovvero,  sosliliieiulo  ai  segmenti  m^m.^,...  le  differenze  om-  — ojh,,...  ed 
avendo  riguardo  alle  noie  relazioni  fra  i  coeftìcienti  e  le  radici  di  un'  equa- 
zione : 

A  (  om^  .  om.^  -t-  om-  .  om,^  )  —  2  C  =:  0. 

Analogamente:  le  equazioni  (m^m^m^m.,)  rr  —  1  ,  (  m^m^nic/in-^  )  =  —  1    danno  : 

A  (  om^  .  om-^  h-  om^  .  om.,  )  —  2C  —  0  , 
A  (  om^  .  onij^  -+■  om.^  .  om-,  )  —  2C  =  0  . 

Moltiplicando  fra  loro  queste  Ire  equazioni  si  otterrà  la  condizione  neces- 
saria e  sufficiente,  affuicliè  uno  de' tre  sistemi  {  m ^num-^m^  )  ,  (  m ^m-m ,m.,  ) . 
(  mim!in.2m^  )  sia  armonico.  Il  risultato  è  simmetrico  rispetto  ai  segmenti  om^  , 
om., ,  om-,  om/^,  epperù  si  potrà  esprimere  coi  soli  coefilcienli  delP  equazio- 
ne 2).  Si  ottiene  così  : 

ACE  -y  '2BCD  —  AD-  —  EB-  —  C"'  =  0 
come  condizione  perchè  i  punti  rappresentati  dalla  data  equazione  2),  presi  in 
alcuno  degli  ordini  possibili ,  formino  un  sistema  armonico  (*). 

Art.  II.  Projetlivilà  «Ielle  punteggiale  e  delle  Mlelle. 

7.  Chiameremo  punteggiata  la  serie  de' punti  situali  in  una  stessa  reità, 
e  fascio  di  rette  o  stella  la  serie  delle  rette  (  situate  in  un  piano  )  passanti 
per  uno  stesso  punto  (  centro  della  stella  )  (**).  Le  punteggiale  e  le  stelle  si 
designeranno  col  nome  comune  di  forme  geometriche.  Per  elementi  di  una  for- 
ma geometrica  intendansi  i  punti  o  le  rette  costituenti  la  piuiteggia'.a  o  la 
stella  che  si  considera. 

Due  forme  geometriche  si  diranno  pr  oj  et  tive  ((  u  a  n  d  o 
fra  i  loro  elementi  esista  tale  relazione,  che  a  ciascun 
elemento  della  prima  corrisponda  nn  solo  e  determinalo 
elemento  della  seconda  ed  a  ciascun  elemento  di  questa  cor- 
risponda nn   solo  e  determinato  elemento  della  prima  (***). 

Per  esempio  :  se  una  stella  vien  segata  da  una  trasversale  arbitraria  ,  i 
punti  d'  intersezione  formano  nna  punteggiata  projetliva  alla  stella. 

Dalla  precedente  definizione  segue  evidentemenle  che  due  forme  projettive 
ad  una  terza  sono  projettive  fra  loro. 

8.  Consideriamo  due  rette  punteggiate.  Se  i  è  un  punto  fisso  della  prima 
retta,  nn  punto  qualunque  m  della  medesima  sarà  individualo  dal  segmento 
im;  ed  analogamente^  un  punto  qualunque  m'  della  seconda  retta  sarà  indi- 
viduato dal  segmento  j'm',  ove  /   sia  un  punto  fisso   della    stessa  retta.  Se  le 


(*)  Salmon  ,  Lessons  introductory  to  llic  modem  hUilier  algebra  ,  Dublin  1859,  p.  100. 
(**i  Bellavitis,  ucomelria  descrittiva,  Padova  1851,  p.  75. 

(***}  Chasles  ,  Principe  de  correspondance  entre  deux  objets   variables  eie.  (  Comples  ren- 
(liis  de  r  Acad.  de  France,  24  décembre  1855). 
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due  punteggiate  sono  projetlive  e  se  m ,  m  sono  punii  corrispondenti ,  fra  i 
segmenti  im ,  j'ni'  avrà  luogo  una  relazione,  la  quale,  in  virtù  della  defini- 
zione della  projettività ,  non  può  essere  che  della  forma  seguente  : 

1)  X  .  ini  .  j'ni  -:-  À  .  ini  -t-  u  .  jm  -j,-  v  =^  0  , 

ove  X,  À,  u,  r  souo  coefficienti  costanti.  Quest'equazione  può  essere  sempli- 
ficata, determinando,  convenientemente  le  origini  i,  j.  Sia  i  quel  punto  della 
prima  punteggiata,  il  cui  corrispondente  è  all'infinito  nella  seconda  retta:  ad 
im  =:  0  dovrà  corrispondere  jm  =■  co ,  quindi  ft  i=  0.  Così  se  supponiamo  che 
y  sia  quel  punto  della  seconda  punteggiata  ,  a  cui  corrisponde  il  punto  all' in- 
linito  della  prima,  sarà  i  =  0.  Perciò  l'equazione   1)  assume  la  forma: 

■2)  im  .  j'ni  =■  k  j 

ove  k  è  una   costante. 

Siano  a,  b,  e,  d  quattro    punti    della    prima    retta;  a,  b',  e',  d'  i  loro 
corrispondenti  nella  seconda.   Dalla  2)  abbiamo  : 

k         ,  k 

ja    =  -—   ,  jc    = 


te 


quindi  : 

k  .  ac 
ac    = 


ta  .  ic 
Analoghe  espressioni  si  ottengono  per  c'b',  ad',  db',  e  per  conseguenza  : 

ac'         ad     ac         ad 

c'b'         db'  cb         db   ' 

cioè  : 

(  ab' ed  )  —  '  ^^'^^^  '• 
Abbiansi  ora  una  stella  ed  una  punteggiala,  projeltive.  Segando  la  stella 
con  una  trasversale  arbitraria  si  ha  una  nuova  punteggiata,  che  è-projetti- 
va  alla  stella,  e  quindi  projetliva  anche  alla  punteggiata  data  (  7).  Sia- 
no rt,  b,  e,  d  quattro  punti  della  punteggiala  data,  A,  B,  C,  D  ì  corri- 
spondenti raggi  della  stella  ed  a,  b',  e,  d'  i  punti  in  cui  questi  raggi  sono 
incontrali  dalla  trasversale.   Avremo: 

(  db' ed'  )  —■  (  abcd  ). 
Ma  si  ha  anche   (  2  )  : 

I  àb'c'à  )  —  sen  (  A  BCD  )  , 
dunipie  : 

i  abed  )  =  sen  (  ABCD  ). 

Da  ultimo,  siano  date  due  stelle  projeltive:  segandole  con  due  trasver- 
sali (  0  anche  con  una  sola  )  si  avranno  due  punteggiate ,  rispettivamente  pro- 
jeltive alle  stelle,  epperò  projetlive  fra  loro.  Siano  A,  B,  C,  D  quattro  rag- 
gi della  prima  stella;  A,  B',  C,  D'  i  quattro  corrispondenti  raggi  della 
seconda;  a^  b.  e  ,  d  ed  a,  b'^  e',  d'  i  quattro  punii  in  cui  questi  raggi  sono 
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incoiUraii  dalle  rispettive  trasversali.  A  cagione  della  projettività  delle  due 
punteggiate  abbiamo  : 

(  ab  ed'  )  ^  (  abcd  ). 
Ma  si  ha  inoltre  (  2  )  : 

(  àb'c'd'  )  =  sen  (  ABCD   ì  ,  (  abcd  )  =  sen  (  ASCD  ) , 

dunque: 

sen  (  ABCD)  =  sen  (  ABCD  ). 

Concludiamo  che:  date  due  forme  projettive,  il  rapporto 
anarmonico  di  (juattro  elementi  ijuali  si  vogliano  delP  una 
è  eguale  al  rapporto  a  n  a  !■  m  o  u  i  e  o  de'  quattro  corrisponden- 
ti   elementi    dell'  altra. 

Da  ciò  consegue  che ,  nello  stabilire  la  projettività  fra  due  forme  geo- 
metriche, si  ponno  assumere  ad  arbitrio  tre  coppie  d'elementi  corrispondenti, 
per  es.  aa ,  bb',  ce.  Allora,  per  ogni  altro  elemento  m  dell'una  forma,  il 
corrispondente  elemento  m  dell'  altra  sarà  individuato  dalla  condizione  del- 
l'eguaglianza  de' rapporti  anarmonici  (àb'cm  },   (abcm). 

9.  Supponiamo  che  due  rette  punteggiale  projettive  vengano  sovrapposte 
r  una  all'  altra  ;  ossia  imaginiamo  due  punteggiate  projettive  sopra  una  medesima 
retta ,  quali  a  cagicn  d'  esempio  si  ottengono  segando  con  una  sola  trasversale 
due  stelle  projettive.  La  projettività  delle  due  punteggiate  è  rappresentata  dal- 
l' equazione  2)  : 

im  .  j  m    =  A-. 

Per  mezzo  di  essa  cerchiamo  se  vi  sia  alcun  punto  m  che  coincida  col  suo 
corrispondente  m. 

Se  le  due  punteggiale  s'  imaginano  generate  dal  movimento  simultaneo 
de' punti  corrispondenti  m,  m\  è  evidente  che  questi  due  punti  si  moveranno 
nello  stesso  senso  o  in  sensi  opposti,  secondo  che  la  costante  A-  sia  negativa 
0  positiva. 

Sia  k  >  0.  In  questo  caso  è  manifesto  che  si  può  prendere  sul  prolun- 
gamento del  segmento  j'i . . .  un  punto  e  tale  che  si  abbia  ie.je  =  k.  E  se 
si  prenderà  sul  prolungamento  di  ij...  un  punto  f,  che  sia  distante  da  f 
quanto  e  da  i ,  sarà  if.jf^=.k.  Cioè  i  punti  e,  f,  considerati  come  apparte- 
nenti ad  una  delle  due  punteggiate ,  coincidono  coi  rispettivi  corrispondenti. 

Ora  sia  A"  =  —  h'-.  I  punti  in,  in  non  potranno,  in  questo  caso,  coin- 
cidere che  entro  il  segmento  ij'.  Si  tratta  adunque  di  disidere  questo  segmento 
in  due  parti  im  ,  mf ,  il  rettangolo  delie  quali  sia  ir.  Quindi ,  se  2h  <  ij ,  vi 
saranno  due  punti  e,  /"sodisfacenti  alla  questione:  essi  sono  i  piedi  delie  ordinate 
perpendicolari  ad  ij'  ed  eguali  ad  A,  del  >emicircolo  che  ha  per  diametro  ij . 
Se  2h  =:  ij  ,  non  vi  sarà  che  il  punto  medio  di  ij'  che  coincida  col  proprio 
corrispondente.  Da  iiiiinio .  se  2h  >  ij ,  la  quislione  non  ammette  soluzio- 
ne ì'eale. 

Concludiamo  che  due  punteggiate  projettive  sovrapposte  hanno 
due  punti  comuni  (reali,  imaginari  o  coincidenti),  equidistanti 
dal  punto  medio  del  segmento  ij'. 

Che  i  punii  comuni  dovessero  essere  al  più  due  si  poteva  prevedere  an- 
che da  ciò    che,  se    due    punteggiate    projettive    sovrapposte    hanno    tre    punti 
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coincidenti  coi  rispettivi  corrispondenti,  esse  sono  identiche.  Infatti,  se  {  abcm  ] 
=  (  abcm  ) ,  il  punto  m'  coincide  con  m. 

Se  e ,  f  sono  i  punti  comuni  di  due  punteggiate  projettive  soviapposle , 
nelle  quali  aà,  bb'  siano  due  coppie  di  punti  corrispondenti ,  si  avrà  1'  egua- 
glianza de'  rapporti  anarraonici  : 

{abef)  =  (ab'ef), 
che  si  può  scrivere  così  : 

{aàef)  =  {  bb'ef), 

donde  si   ricava  che   il    rapporto   anarnionico  (  aàef}    è   costante,  qua- 
lunque   sia    la    coppia   aà. 

10.  Siano  date  due  stelle  projettive,  aventi  lo  stes>o  centro.  Segandole 
con  una  trasversale,  otterremo  in  questa  due  punteggiate  projettive:  due  pun- 
ti corrispondenti  m^  m'  sono  le  intersezioni  della  trasversale  con  due  raggi 
corrispondenti  M,  M'  delle  due  stelle.  Siano  e  ,  /  i  punti  comuni  delle  due 
punteggiate.  Siccome  i  punti  e,  f  della  prima  punteggiata  coincidono  coi  loro 
corrispondenti  e',  f  della  seconda,  così  anche  i  raggi  E,  F  della  prima  stel- 
la coincideranno  rispettivamente  coi  raggi  E',  F'  che  ad  essi  corrispondono 
nella  seconda  stella.  Dunque ,  due  stelle  projettive  concentriche  hanno  due  rag- 
gi cornimi  (reali,  iraaginari  o  coincidenti),  cioè  due  raggi,  ciascun  de' qua- 
li è  il   corrispondente  di  sé  stesso. 

ART.  III.  Teoria  <9e'  centri    armonici. 

11.  Sopra  una  retta  siano  dati  n  punti  a^a.,...a„  ed  un  polo  o.  Sia 
poi  m  un  punto  della  retta  medesima ,  tale  che  la  somma  dei  prodotti  degli  n 

rapporti    —  ,  presi  ad  r  ad  ?• ,  sia  nulla.  Esprimendo  questa   somma  col  simbo- 
oa 

(ma  \       .,  ,  .  1  11  • 

—   1    ,  il  punto  m  sarà  determinato  per  mezzo  della  equazione: 
oa  /) 

1)  2(— )    =  0. 

\  oa  /> 

che,   per  l'identità  ma  :=  oa  —  om ,  può  anche  scriversi: 

\  om  oa  /  >■ 

ossia  sviluppando  : 

'•  [ti.  ) -i"=i!(w)"y^),-["=i](i/"V„^) ---^ 

ove    il    simbolo        1   esprime    il    numero    delle    combinazioni    di  n  cose    prese 

;iil   r   ad   i. 

L' equazione  3) ,  del  grado  r  rispetto  ad  om  .  dà  r  posizioni  pel   puntoni: 
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tali  »•  punti  m  ^m., . . .  m  r  si  chiameranno  (*)  centri  armonici,  del  grado  r, 
del  dato  sistema  di  punti  a^a.,...a„  rispetto  al  polo  o. 

Quando  r  =  1  ^  si  ha  un  solo  punto  m ,  che  è  stato  consideralo  da 
PoNCELET  sotto  "il  uomc  di  centro  delle  medie  armoniche   (**). 

Se  inoltre  è  »i  :=  2  ,  il  punto  m  diviene  il  coniugato  armonico  di  o  ri- 
spetto ai  due  a^a.,  {  4  ). 

12.  Se  l'equazione  1)  si  moltiplica  per  oa^  .oa., . . .  oa„  e  si  divide  per 
ma,  .  jna.i  ■ . .  Mia»  5  essa  si  muta  evidentemente  in  ([uest' altra  : 


(oa  \ 
)       =0, 
ma  />i—r 


donde  si  raccoglie  : 

Se  m  è  un  centro  armonico,  del  grado  r ,  del  dato  sistema  di 
punti  rispetto  al  polo  o,  viceversa  o  è  un  centro  armonico,  del 
grado  n  —  r,  del   medesimo   sistema   rispetto   al   polo   m, 

13.  Essendo  mjm._, . . .  m,-  gli  r  punti  che  sodisfanno  all'  equazione  3) ,  sia  u 
il  loro  centro  armonico  di  primo  grado  rispetto  al  polo  o  ;  avremo  I'  equa- 
zione : 

z(- -)    =  0 

\  o^L  om  /  1 

analoga  alla  2),  ossia  sviluppando: 

~  =2(-)- 

ou  \  om  /  [ 

Ma,  in  virtù  della  3),  è: 

\om  /  {  n        \  oa  /  y 

dunque  : 

n  /   1   \ 

—  =  2(— )  , 

ossia  : 

^ )  =0. 

V  ou  oa  /  1 

Ciò  significa  che  n  è  il    centro    armonico,  di    primo    grado^  dei  dato    sistema 
di  punti  a^a.2 ..  .a„  rispetto  al  polo  o. 

Indicando  ora  con  fi  uno  de'  due  centri  armonici ,  di  secondo  grado ,  del 
sistema  m^m.^.-.m,   rispetto  al  polo  o,  avremo  l'equazione  analoga  alla  2): 


2(- -)    =  0, 

\  ou  om  /  1 


(*)  JOKQciÈKEs,  Mémoire  sur  la  théorie  des  póles  et  polaires  etc.  (Journal  ile  M.  Liolville, 
aoiit  1857,  p.  266). 

:**)  Mémoire  sur  les  centres  des  moyennes  harmoniques  (Giornale  di  Creile,  (.  3,  Berli- 
no  1828,  p.  229  j. 
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ossia _,  sviluppando: 

2        \  0(1  /  ofi       \  om  /  \  \om/> 

Ma,  in  virtù  della  3),  si  ha: 

\  om  /  \         n       \  oa  /  \  \om/'i        n{n—l)      \oa/^ 

lendo  ne  verrà  : 

^' (f  y -(„_,,-' 2 (-i-)-. 2 (-Ly=o, 

2  ^  Ofi.  /  o/r       \  oa  /  \  ^  oa  /  2 


onde  sostituendo  ne  verrà; 


n{n  — 
9 


vale  a  dire: 


^(^ *-)   =0; 

\  O/li  oa  /'2 


dunque  n  è  nn  centro  armonico,  di  secondo  grado,  del  sistema  «,«2 . . .  a„ 
rispetto  al  polo  0. 

Lo  slesso  risultato  si  ottiene  continuando  a  rappresentare  con  (j,  un  cen- 
tro   armonico  ,   del    terzo ,    quarto , (r  —  1  )""""    grado  ,    del    sistema 

m^m., . . .  m,   rispetto  al  polo  0.  Dunque  : 

Se  m|»io...m,.  sono  i  centri  armonici,  di  grado  r,  del  dato 
sistema  a^a.,...a„  rispetto  al  polo  0,  i  centri  armonici,  di  grado 
s  (s<r),del  sistema  m^m.2. .  .m,  rispetto  al  polo  0  sono  anche 
i  centri  armonici,  del  grado  s,  del  sistema  dato  rispetto  allo 
stesso    polo    0. 

14.  Se  m  è  IMI  centro  armonico,  del  grado  n —  1,  del  dato  sistema 
a^a.,...a„  rispetto  al  polo  0,  si  avrà  l'equazione  4)  nella  quale  sia  posto 
r  =  n — 1.  Vi  s'introduca  un  arbitrario  punto  i  (della  retta  data)  mediante 
le  note  identità  oa=:oi-hia,   ma  ^  ia  —  m,  onde  si  avrà: 

(oi  -h  ia  \ 
-)  =0, 
la  —  im  /  i 

ossia ,  sviluppando  : 

6)    im'      ln.oi-h^ia)^]  —  im"~{(n—l)oi^ia)^-^'2^ia).,} 

H-m'~''((n— 2)oi2(ja),-f-3 2(ta).- )...-!-(— !)''-'( ot2(«a)„_,-4-rj2(m),,]  =  0. 

Siano  m^m.^. .  .m,|_^  i  centri  armonici,  di  grado  n —  1,  del  dato  siste- 
ma rispetto  al  ])oIo  o,  cioi^  i  punti  che  sodisfanno  alla  5);  si  avrà: 

„,.    .    _(n-r)o^S(^a),.-^(r-;-l)S(^•a),.+, 
z  [  im },  — 


»i .  oi  -f-  2  (  ia  ) 
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Ora  sia  ^i   uno  de'  centri  armonici,  del  grado  n  —  2  ,  del  sistema   /Hijn.^...Mi„_| 
rispetto  ad   un   punto  o    (  della  retta  data  )  ;  avremo  analogamente  alla  5)  : 


f>  ~'{(n—\  )o'i-^2:(rm),(  —  ?>     "  i  (n— 2  )  o'i  S(«'m), -r- 2  2(  m  ).^  j 

-+■  ( -  1)"-- ( o'i 2( im)„_.,  -i-  (  n -  1  )  2(  mi )„_,  ì  =  0. 

In  questa  equazione  posto  per  S(jm),  il  valore  antecedentemente  scritto,  si 
ottiene  : 

oi .  oi\n{n-l]'iic"~'-{n-]){n-2}  i>"~'2(ia),-;-(n-2)  (>ì-3)jy'-^2(ia),...  ] 

-H(oi-4-o'i)  1  (n— 1  )V'~'2('a)i  — 2  (n— 2)/^"~"2(/a).,-+-3  (n  — 31  m"~'2:(ia),...  | 

-t-  i  1  .  27;/""'  ^ia).,  —  2  .  3  »>'""■'  2(jai  :-,^-3  .  4  ?«""'  Sf  (a);. . .  i  =  0  ; 

il  qual  risultalo,  essendo  simmetrico  rispetto  ad  o^  o,  significa  che: 

Se  jn,j»,^. . .  »i„_,  sono  i  centri  armonici,  di  grado  n— 1,  del  sistema 
a^a^...a,|  rispetto  al  polo  o,  e  se  m',m'.^...m'„_,  sono  i  centri  armonici,  di 
grado  n  —  l,  dello    stesso    sistema  a,a-2...a„  rispetto  ad    un    altro    polo    o' ; 

ì    centri    armonici,    del    grado    n  —  2,    del    sistema    rn^rn., m„_,    rispello 

al  polo  0  coincidono  coi  centri  armonici ,  del  grado  n  —  '2 ,  del  sistema 
m',j?iC ...  »»'„_[  rispetto  al  polo  o. 

Questo  teorema,  ripetuto  successivamente,  può  essere  esteso  ai  centri 
armonici  di  grado  qualunque,  e  allora  s'enuncia  così: 

Se  m^m.,...m,  sono  i  centri  armonici,  di  grado  r,  del  siste- 
ma dato  aia.,...a„  rispetto  al  polo  o,  e  se  m',m'.2 . . .  »»',  ,  sono  i 
centri  armonici,  di  grado  r' ,  dello  stesso  sistema  dato  rispetto 
ad  un  altro  polo  o,  i  centri  armonici,  di  grado  r -i- r' —  n ,  del  si- 
stema m^m m,  rispetto  al  polo  o  coincidono  coi  centri  armo- 
nici, di  grado  r -i- r'  —  n,  del  sistema  m\m\^. . . .  m  ,• ,  rispetto  al 
polo  0. 

15.  Se  m  e  ;t  sono  rispettivamente  i  centri  armonici^  di  primo  grado, 
dei  sistemi  a^a.,...a„  ed  a.,ar...ai,,  rispetto  al  polo  o,  si  avrà: 


n 
om 

1 

-h 

1 

oa.^ 

1 
oa„ 

n-1 

I 
oa., 

-\- 

1 

oa- 

1 

oa,, 

Si  supponga  /;  coincidente  con  a,  :  in  tal  caso  le  due  equazioni  precedenti , 
paragonate  fra  loro^  danno  om^^ou.  Dunque: 

Se  a,  è  il  centro  armonico,  di  primo  grado^  del  sistema  di 
punti  a.,a^...a„  rispetto  al  polo  o^  il  punto  a,  è  anche  il  centro 
armonico,  di  primo  grado,  del  sistema  a^a.^...a„  rispetto  allo  stes- 
so polo. 

16.  Fin  qui  abbiamo  tacitamente  supposto  che  i  dati  punti  a^a.^...a:, 
fossero  distinti,  ciascuno  dai  restanti.  Suppongasi  ora  che  r  punti  ana„_i--a„_r+^ 
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coincidano  in  un  solo,  che  clenotereiuo  con  a„.  Allora^  se  nella  equazione  ò) 
si  assume  a,,  in   luogo  dell'origine  arbitraria  i,  risulta  evidentemente: 

2  (  ia)„  =  0  ,  2  (  ia)„_i  =  0, 2  (  /a  )„_,+,  =  0  , 

onde  r  equazione  5)  riesce  divisibile  per  a^m  ,  cioè  r  —  1  centri  armonici 
del  grado  n  —  1  cadono  in  a,, ,  e  ciò  qualunque  sia  il  polo  o.  Ne  segue  inol- 
tre, avuto  riguardo  al  teorema  (  13  ),  che  in  a,,  cadono  r  —  2  centri  armo- 
nici di  grado  n  —  2;  r — 3  centri  armonici  di  grado  ii  —  3,...  ed  un  cen- 
tro armonico  di  grado  n  —  r -i-  1. 

17.   L'equazione  3)   moltiplicata    per    òm'   e  per  (  —  1  )'  oa,  .oa,j . . .  oa„ 
diviene  : 

_  ,  (n— r-t-2)(n— r-:-l  ) . 

6)      om'  Moa)i,_,  —  {n—r'.-l)o  m'"'  2(oa)„_r+i-i-  om'~-'^{ou} n^,+., 

nln —  1  )...  («  —  r-r-  1  ) 

...-+-  (-!)'• ■  2oa).  =  0. 

'  1  .  2  ...  r 

Suppongo  ora  che  il  polo  o  coincida ,  insieme    con  a„a,|_^  . . .  a„_i^^ ,  in 
un  unico  punto.  Allora  si  ha: 

2  (  oa  )«  =  0  ,  2  (  oa  )„_,  =  0  ,  .  .  .  2  (  oa  )„_,+i  =  0  ; 

quindi  l'equazione  che  precede  riesce  divisibile  per  om%  ossia  il  polo  o  lien 
luogo  di  s  centri  armonici  di  grado  qualunque.  Gli  altri  r  —  s  centri  armoni- 
ci, di  grado  r,  sono  dati  dall'equazione: 

òm'~'  2 ( oa)„_r—  (  n  —  r -f- 1  )  óm'~'~'  2 (  oa)„_,.^f 

(»— r--2)(n— r-!-l, 


1 


'-- 2 (oa )„_,+.,...  =  0, 


ove  le  somme  2(oa)  contengono  solamente  i  punti  a^a., .  . .  a„_s.  Dunque,  gli 
altri  r  —  s  punti  m,  che  insieme  ad  o  preso  s  volte  costituiscono  i  centri  ar- 
monici, di  grado  r,  del  sistema  a^a.,...an  rispetto  al  polo  o,  sono  i  centri 
armonici,  di  grado  r  —  s,  del  sistema  a^a.2. . .  a„_s  rispetto  allo  stesso  polo  o. 

Si  noli  poi  che,  per  s  =  r -ì-  1  ,  1'  ultima  equazione  è  sodisfatta  iden- 
ticamente, qualunque  sia  m.  Cioè,  se  r -t-  1  punti  a  ed  il  polo  o  coincidono 
insieme,  i  centri  armonici  del  giado  r  riescono  indetcrminati,  onde  potrà  as- 
sumersi come  "tale  un  punto  qualunque  della  retta  Uia., .  . . 

18.  Abbiasi,  come  sopra  (  11  ),  in  una  retta  R  (  fig.  5.^)  un  siste- 
ma di  n  punti  OiO., . .  .  a,,  ed  un  polo  o;  sia  inoltre  m  lui  centro  armonico 
di  grado  r  _,  onde  fra  i  segmenti  ma,  oa  sussisterà  la  relazione  1).  Assunto 
un  punto  arbitrario  e  fuori  di  R  e  da  esso  tirate  le  rette  ai  punti  o,  a,  m, 
FCghinsi  queste  con  una  trasversale  (|ualun<|ue  R'  nei  punii  o\  a,  m  .  Allora 
si   avrà  : 

ma         via'    _    sen  cm'a' 
ca  ca  sen  cam 
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ed  analogamente  : 


oa 
ca 

0  a 

sen  co  a 

ca' 

sen  eoa 

donde  si 

ricava  : 

ma 

m  a 

— 

?en  ca 

m          sen  cma 

oa 

0  a 

sen  co  a           sen  eoa 

Il  secondo  membro  di   questn  equazione  non  varia ,  muiando  i  punti  a.  a. 
quindi  avremo  : 

mai       '"fi,!  ""'"  ""^  I  ma'. 2                  m'a„ 

ooi        oa.2  oa,,          o'a'^  o'a'^o  o'a'n 

li  *'"' 

Siccome  poi    la    relazione   1)  è    omogenea    rispetto    alle  quantità    ,  cosi  se 

oa 

ne  dedurrà  : 


(ma'  \ 
0  a   / 1 


Se  "m  è  un  centro  armonico,  di  grado  r .  di  un  dato  sistema  di  punti 
aio^.-.a,!  situati  in  linea  retta,  rispetto  al  polo  o  posto  nella  slessa  retta, 
e  se  tutti  questi  punti  si  projettano,  mediante  raggi  concorrenti  in  un  punto 
arbitrario,  sopra  una  trasversale  qualunque,  il  punto  m  (  projezione  di  m] 
sarà  un  centro  armonico,  di  grado  r,  del  sistema  di  punti  o'ia'-T.-.a',,  (  pro- 
iezioni di  a^a.^.-.a,,  )  rispetto  al  polo  d  (projezione  di  o  ). 

Questo  teorema  ci  abilita  a  trasportare  ad  un  sistema  di  rette  concorrenti 
in  un  punto  le  definizioni  ed  i  teoremi  snperiormenle  stabiliti  per  un  sistema 
di  punti  allineali  sopra   una  retta. 

19.  Sia  dato  un  sistema  di  n  rette  AiA-i-.-An  ed  un'altra  retta  0. 
tutte  situate  in  uno  stesso  piano  e  passanti  per  un  punto  fisso  e.  Condotta 
una  trasversale  arbitraria  iJ  che,  senza  passare  per  e,  seghi  le  rette  date  in 
aiOs.-.a,,.  si  imaginino  gli  r  centri  armonici  m^m^i. .  .mr ,  di  grado  r, 
del  sistema  di  punti  a^a^.-.a^  rispetto  al  polo  o.  Le  rette  il7i.W-2  .••  3/,  con- 
dotte da  e  ai  punti  jn,mo...m,.  si  chiameranno  am  armonici,  di  grado  r, 
del  dato  sistema  di  rette  A^A^-  •  ■  A,,   rispetto  alla  retta  O. 

Considerando  esclum-amen(e  rette  passanti  per  e,  avranno  luogo  i  seguenti 
teoremi,  analoghi  a  quelli  già  dimostrati  per  un  sistema  di  punti  in  linea  retta. 

Se  3/  è  un  asse  armonico,  di  grado  r.  del  dato  sistema  di  rette  , 4)^-2 .. . 
rispetto  alla  retta  0^  viceversa  0  è  un  asse  armonico  digrado  n  —  r^  del  me- 
desimo sistema,  rispetto  alla  retta  31. 

Se  MiM-i...  M,  sono  gli  a-^si  armonici,  di  grado  r ,  del  dato  siste- 
ma AiA.2---  Ani  '■'*^ppllo  alla  retta  O  .  gli  assi  armonici ,  di  grado  s  (s<r), 
del  sistema  Mi3I-2  •  ■•  M,  ,  rispetto  ad  0^  sono  anche  gli  assi  armonici,  del 
grado  s,  del  sistema  dato,  rispetto  alla  stessa  retta  0. 

Se  M\M^_. . .  M,  sono  gli  assi  armonici,  di  grado  r,  del  sistema  dato 
AxAi...A„,  rispetto  alla  retta  0  e  se  M\M' =2-  ■ -M' ,-,  sono  gli  assi  armo- 
nici,  dì    grado    r',    dello    stesso    sistema  dato,  rispetto   ad    un'altra    retta  0: 
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di  assi  amonici ,  di  grado  r -r- r  -  n  ,  del  sistema  Ji, 3/,. ..  J/,- ,  rispetto  alla 
retta  0',  coincidono  cogli  assi  armonici  ,  di  grado  r  -^  r  -n,  del  sistema 
M\M.-M,,  rispetto  alla  retta  0.  . 

■  Qualunque  sia  la  retta  0,  se  r  fra  le  rette  date  Aa,...A„  comcidono 
in  una^  sola  ,  questa  tien  luogo  di  r  -  1  assi  armonici  di  grado  n-\,  di  r  -  2 
assi  armonici  di  g'-ado  n  -  2 , . . .  di  un  asse  armonico  di  grado  n  -»•-  1- 
Se  s  rette  ^„.4h_i  •  •  •  • -4«-»+i  coincidono  fra  loro  e  colla  retta  0,  que- 
lla tien  luogo  di  s  assi  armonici  di  qualunque  grado ,  e  gli  altri  r  -  s  assi 
armonici,  di  grado  r,  sono  gli  assi  armonici,  di  grado  r  -  s ,  del  sistema 
A\A^ . .  ■  A„_s  rispetto  ad  0.  . 

"''O  Se  al  n"  18  la  trasversale  R  vien  condotta  pel  punto  o ,  ossia  se 
la  retla  R  si  fa  girare  intorno  ad  o ,  il  teorema  ivi  dimostralo  può  essere  enun- 
ciato così  :  ^ 

Siano  date  n  rette  AxA....A„  concorrenti  in  un  punto  e.  bc  per  un 
nolo  fUso  o  si  conduce  una  trasversale  arbitraria  R  che  seghi  quelle  n  rette 
ue^  punti  a,a.,...a,.,  ì  centri  armonici  di  grado  r,  del  sistema  a,a, ..  .a„,  ri- 
spetto al  polo  0,  generano,  ruotando  R  intorno  ad  o ,  r  rette  MiM...  ..-W,  con- 
correnti in  e. 

E  dagli  ultimi  due  teoremi  (19)   segue: 

Se  s  rette  A  4  _,  .  •  • /l._^+i  f'a  le  date  coincidono  m  una  sola  A,,, 
questa  tien  luogo  di  s  -  (n-r)  delle  rette  M,M,.. .  M,-  Se  inoltre  ^„  passa 
nel  polo  0,  essa  tien  luogo  di  s  delle  rette  ^/,  M, . .  •  M,-  Le  nmanent.  r-s 
Ira  queste  rette,  sono  il  hiogo  de' centri  armonici  di  grado  r  -  s,  (rispetto  al 
polo  0)  de' punti,  in  cui  /{  sega  le  rette  AiA<.,...A„_.. 

AiiT.  IV.  Teoiia  itoli*  iiivoluKìono. 

91  Data  una  retta,  sia  o  un  punto  fisso  in  essa  ,  a  un  punto  variabile; 
inoltre  siano  h,  ,h:,. .  .Ih  ,h.,. .  .W^ulhìx  costanti  ed  .;  una  quantità  variabile. 
Ora  abbiasi  un'  equazione  della  forma  : 

1  )       lem'  ^-  /v„_,  oa~' .  .  .-^  k,-^  v  \  luVa"  -^  hn_^  oa"     . .  •+•  /<„  ì  =  0. 

Ogni  valore  di  o  dà  n  valori  di  oa,  cioè  dà  un  gruppo  di  n  punti  a. 
Invece,  se  fi  dato  uno  di  questi  punti,  sostituendo  nella  1|  il  dato  valore  di  oa, 
>e  ne  dedurrà  il  corrispondente  valore  di  u ,  e  quindi,  per  mezzo  dell  e(iua- 
zione  medesima,  si  otterranno  gli  altri  n-  1  valori  di  oa.  «""que  ,  per  ogni 
valore  di  o,  1' c<iuazione  1)  rappresenta  un  gruppo  di  «  punti  cosi  legati  tia 
loro  che  uno  .lualunque  di  essi  determina  tutti  gli  altri.  11  sistema  degli  in- 
lluili  gruppi  di  n  punti,  corrispondenti  agli  infiniti  valori  di  u,  dicesi  luvolu- 

zioue  del  grado   «   (*).  .  ■>  •       i     -^    .    ,i:    .>,.; 

Una    semplice    punteggiata  può  considerarsi  come  un   involuzione    d.    pii- 

mo  grado   (  7  ). 


,»,  Jor.uu.kn«».  Gènérali,alion  de  la  tli^oric  de  finvolulion  <  Anna!,  d,  M.k-m.l.ca.  lomo  2/ 
Koma  taso,  pag.  80;. 
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Un'involuzione  è  delerminala  ila  due  gruppi.   Infatti ^  se  le  equazioni: 

A-,i  oa    -+-  ^„_i  oa       . .  .  =  0 ,    /*„  oa   ■+■  /t„_)  oa       . . .  =  0 

rappresentano  i  due  gruppi  dati ,  ogni  altro  gruppo  dell'  involuzione    sarà  rap- 
presentato dalla  : 

k,i  oa   -t-  A;„_i  oa      . .  .  h-  o  {h„  oa    ^  h,|_^  oa       ...)=:  0  , 

ove  a  sia  una  quantità  arbitraria. 

22.  Ogni  qualvolta  due  punti  a  d'  uno  stesso  gruppo  coincidano  in  un 
solo,  diremo  che  questo  ù  un  punto  doppio  dell'  involuzione.  Quanti  punti  doppi 
ha  l'involuzione  rappresentala  dall'equazione  1)?  La  condizione  che  quest'e- 
quazione abbia  due  radici  eguali  si  esprime  eguagliando  a  zero  il  discriminante 
della  medesima.  Questo  discriminante  è  una  funzione^  del  grado  2(n — 1)^ 
de' coefficienti  dell'equazione;  dunque^  eguagliandolo  a  zero  ^  si  avrà  un'equa- 
zione del  grado  2  (  n  —  »  )  in  o.  Ciò  significa  esservi  2  (  n  —  1  )  gruppi ,  cia- 
scuno de' quali  contiene  due  punti  coincidenti,  ossia: 

Un'involuzione    del    grado    n    ha2(n—  1)    punti    doppi. 

23.  Siano  aiO-i . . .  a„  gli  n  punti  costituenti  un  dato  gruppo.  Il  centro 
armonico  m^,  di  primo  grado ,  di  questi  punti,  rispetto  ad  un  polo  o  preso  ad 
arbitrio  sulla  retta  data  ;,  è  determinato  dall'equazione: 


n 
om 

=  2(-)  , 

V  oa  /i 

,  avuto 

riguardo 

alla 

1) 

,  si 

trae  : 

om 

=  • 

k,  -^  o  h. 

Quindi j  il    segmento    compreso  fra  due  punti  ni,  m',  centri  armonici    di 
due  gruppi  diversi ,  si  potrà  esprimere  così  : 

n  (  /(,,A-|  —  /iiA-||  )  (  o  —  (j'  ) 
mm  =  om  —  om  =: 


A"i  -!-  uhi  )  (  A"|  -i-  uhi 


Siano  ora  m^  ,  m.i,  m-  ,  m,^  i  centri  armonici  (di  primo  grado  e  relativi 
al  polo  o)  di  quattro  gruppi,  corrispondenti  a  quattro  valori  o^  ,  o.j,  u-^,  O; 
di  a;  avremo: 


m,m.,m-m. 


(juesto  risultato  non  si  altera,  se  invece  di  o  si  assuma  un  altro  punto;  cioA 
il  rapporto  anarmonico  dei  quattro  centri  è  indipendente  dal  po- 
lo 0.  rse  segue  che  la  serie  de'  centri  armonici  (  di  primo  grado  )  di  tutl'  i 
gruppi,  rispetto  ad  un  polo  o,  e  la  serie  de' centri  armonici  (dello  stesso 
grado)  de' gruppi  medesimi,  rispetto  ad  un  altro  polo  o,  sono  due  punteg- 
giale projellive. 

3 
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Per  rapporto  anarmonico  di  quattro  gruppi  di  un''  involuzione ,  intende- 
remo il  rappoilo  anarmonico  de'  loro  contri  armonici  di  primo  grado,  relativi 
ad  un  polo  arbitrario. 

Sia  m  uno  de'  centri  armonici ,  di  grado  r  (  rispetto  ad  im  polo  o  ) ,  di 
im  dato  gruppo  dell'involuzione  1).  L'equazione  6)  del  n."  17,  avuto  riguar- 
do alla   1)  del  n.'^'  21  .  ci  darà: 

2)  om  (  iv-if  Ar)-i-' n  — r-i- 1  )  om       (  A-,_, -!-oA,_,  ) 

n|  n—  1  ) ...  (n  —  r-i-  1  ) 

...^: r:2T~:- — ('<,-^o=o; 

dunque:  i  centri  armonici ,  di  grado  r,  de' gruppi  dell'involuzione  1)  formano 
una  nuova  involuzione  del  grado  r.  Ogni  valore  di  o  dà  un  gruppo  dell'  in- 
voluzione 1|  ed  un  gruppo  dell'involuzione  2),  cioè  i  gruppi  delle  due  invo- 
luzioni si  corrispondono  tra  loro  ad  uno  ad  uno.  E  siccome  il  rapporto  anar- 
monico di  quattro  gruppi  dipende  esclusivamente  dai  quattro  corrispondenti 
valori  di  o ,  così  il  rapporto  anarmonico  di  quattro  gruppi  dell' involuzione  2) 
è  eguale  al  rapporto  anarmonico  de'  quattro  corrispondenti  gruppi  dell'  involu- 
zione 1).  La  qual  cosa  risulta  anche  da  ciò,  che  due  gruppi  corrispondenti 
delle  due  involuzioni  hanno,  rispetto  al  polo  o,  lo  stesso  centro  armonico  dì 
primo  grado   (  13  |. 

24.  Due  involuzioni  date  sopra  una  slessa  retta  o  sopra  due  rette  diverse 
si  diranno  projettive ,  «juando  i  centri  armonici,  di  primo  grado,  de' gruppi 
dell'una,  rispetto  ad  un  polo  (jualunque ,  ed  i  centri  armonici ,  di  primo  gra- 
do ,  de'  gruppi  dell'  altra  ,  rispetto  ad  im  altro  polo  (|ualimque  ,  formino  due 
punteggiate  projettive.  Da  (piesta  definizione  e  da  (|uclla  del  rapporto  anarmo- 
nico di  quattro  gruppi  di   un'involuzione  si  raccoglie  che: 

Date  due  involuzioni  projettive,  il  rapporto  anarmonico  di 
quattro  gruppi  dell'una  è  eguale  al  rapporto  anarmonico  de'  quat- 
tro   corrispondenti    gruppi    dell'  altra. 

Cioè  il  teorema  enunciato  alla  fine  del  n."  8  comprende  anche  le  involu- 
zioni ,  purché  queste  si  ri^guardino  (|uali  forme  geometriche ,  i  mi  eleuìenti 
sono  giiqipi  di   punti. 

(a)  Cerchiamo  come  si  esprima   la  projeltività  di  due  involuzioni. 

La  prima  di  esse  si  rappresenti  coli'  equazione  1)  e  la  seconda  con  (|ue- 
st'  altra: 

3)  K,„ .  Óa'"  h-  .  .  .  -;-  ff„  -;-  0  \h,„  .  oW...-HÌ7„j  =0 . 

ove  .1  è  lui  punto  rpialunquc  della  retta  ,  nella  quale  è  data  la  seconda  invo- 
luzione ;  0  è  l'origine  de' segmenti  in  (|uesta  retta;  7/,„  ,  K,„,...  sono  coef- 
ficienti costanti. 

Supponiamo,  com'è  evidentemente  lecito,  che  ai  griqipi  u  :=  0 .  u  :=  oc . 
u  :zz  \  della  (irima  involuzione  corrispondano  nella  seconda  i  ginppi  #=:0, 
*  =  "x ,  Ozz\.  Allora,  affinchè  le  equazioni  1)  e  .3)  r.ipprcsenliuo  due  grup- 
pi corriipondenù ,  è  necessario  e  suflìciente  che  il  rapporto  anarmonico  dei 
quattro  gruppi  o  rr  (  0  ,  -v  ,  1  ,  o     della   prima  involuzione  sia  eguale  a  quello 
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de'  gi'iippi  t)  —  (0  ,  ^  ,  1,0)  della  seconda  ,  cioè  dev"  essere  u  =  ^.  Dunque 
la  seconda  involuzione,  a  cagione  della  sua  projeuivilà  colla  prima,  si  potrà 
rappresentare  così: 

4)  K,„ .  Óà"  -:-...  -;-  K,,-^  u  ]  H„  .  Oa'"  -^-  . . .  -^-  H„  j  =  0. 

Le  equazioni  1)  e  4),  per  uno  stesso  valore  di  ci.  danno  due  gruppi  corri- 
?pondenli  delle  due  involuzioni  projeltive.  Ed  eliminando  o  fra  le  equazioni 
medesime  si  avrà  la  relazione  che  espiime  il  legame  o  la  corrispondenza  dei 
punti  a,  A. 

(b)  Se  ie  due  involuzioni  -ono  in  una  stessa  retta,  i  punti  a,  A  si  pos- 
sono riferire  ad  ima  sola  e  medesima  origine:  cioè  al  punto  0  può  sostituir- 
si 0.  In  questo  caso,  si  può  anche  domandare  quante  volte  il  punto  a  coincida 
con  uno  de' corri-pondeuti  punti  A.  Eliminalo  o  dalle  1).  4)  e  posto  oa  in 
luogo  di  OA  ,  si  ha  la  : 

5)  (  A-„  .  oa"  -f- . . .  -f  A-,,  )  (  H,„  .  oa"  ^- . . .  -i-  ff,,  ) 

—  (  A„  .  oa '-;-...  H-  /i^J  ( K,„  .  oa"  -f- . . .  -^  £,j  )  —  0  , 
equazione  del  grado  n -h  m  rispetto  ad   oa.   Dunque: 

In  una  retta,  nella  quale  sian  date  due  involuzioni  projeltive, 
r  una  di  grado  n,  V  altra  di  grado  m  .  esistono  generalmente 
n  -i-  m  punti,  ciascun  de'  quali  considerata  come  appartenente 
alla  prima  involuzione,  coincide  con  uno  de'  punti  corrispondenti 
nella    seconda. 

Questi  si  chiameranno   i  punti  comuni  alle  due  involuzioni. 

(  e  )  Se  r  equazione  1)  (onlenesse  nel  suo  primo  membro  il  fattore  oa  ,  es- 
sa rappresenterebbe  un'  involuzione  del  grado  n ,  i  cui  gruppi  avrebbero  r 
punti  comuni,  tutti  riuniti  in  o;  ossia  essa  rappresenterebbe  sostanzialmente 
un'  involuzione  del  grado  «  —  r  ,  a  ciascun  gruppo  delia  quale  è  aggiunto  r 
volte  il  punto  o.  In  tal  caso  è  manifesto  che  anche  il  primo  membro  del- 
l' equazione  .5)  sarà  divisibile  per  oa  ;  cioè  gli  n  -r-  m  punti  comuni  alle  due 
involuzioni  proposte  saranno  costituiti  dal  punlo  o  preso  r  volte  e  dagli  m-i-n  —  r 
punti  comitni  alla  seconda  involuzione  |  di  grado  m  ]  ed  a  quella  di  grado 
n  —  r ,  alla  quale  si  riduce  la  prima,  spof^liandone  i  gruppi  del  punto  o. 

Se  inollre  i  gruppi  della  seconda  involuzione  contenessero  s  volte  il  pun- 
to 0,  questo  figurerebbe  r -^  s  volte  fra  i   punti  comuni  alle  due  involuzioni. 

(  d  )  Se  im  gruppo  della  prima  involuzione  (  per  es.  quello-  che  si  ha  po- 
nendo 0=0)  contiene  r  volte  uno  slesso  pimto  o,  e  se  il  corrispondente 
gruppo  della  seconda  involuzione  contiene  s  volle  lo  stesso  punto  o,  ove  sia 
s^-r,  è  evidente  che  l'equazione  5)  conterrà  nel  primo  membro  il  fattore 
oa  ,  cioè  il   punto  o  terrà  il   posto  di  r  punti  comuni  alle  due  involuzioni. 

(e)  E  superfluo  accennare  che,  per  le  rette  concorrenti  in  uno  stesso  pun- 
to,  si  può  stabilire  una  teoria  dell'involuzione  affatto  analoga  a  quella  suespo- 
sta pei  punti  di  una  retta. 
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25.  Merita  speciale  btiidio  I'  involuzione  di  secondo  grado  o  quadratica  . 
per  la  quale,  fatto  n  =  2  nella    1)^  si  ha  un'equazione  della  forma: 

6)  A-^ .  oa  -+■  A-,  .  oa  -^- kfi-t- cj  {  h.2 .  oa'  -i- h ^  .  oa  -^ h^,  )  =  0. 

Qui  ciascun  gruppo  ^  composto  di  due  soli  punti,  i  quali  diconsi  coniu- 
gali; e  chiamasi  punlo  centrale  quello,  il  cui  coniugato  è  a  distanza  infinita. 
Posta  1'  origine  o  de'  segmenti  nel  punto  centrale  ed  inoltre  assunto  il  grup- 
po, al  quale  esso  appartiene,  come  corrispondente  ad  a  :=.  co ,  dovrà  essere 
A.2  =  A(,  =:  0.  Pertanto,  se  a^  a  sono  due  punti  coniugati  qualunque  ,  1' equa- 
zione 6)  dà  : 

A-,, 

oa.  oa  :=  -j—  :=  cosi. 

Confrontando  (juesla  equazione  con  quella  che  esprime  la  projetlività  di  due 
punteggiate  (  9  )  : 

m  .  fa'  ■s=.  cost. 

si  vede  che  l' involuzione  quadratica  nasce  da  due  punteggiate  projetlive ,  le 
(|uali  vengano  sovrapposte  in  modo  da  far  coincidere  i  punti  j,  j'  corrispon- 
denti ai  punti  all'  infinito.  Altrimenti  possiam  dire  che  due  punteggiate  proiet- 
tive sovrapposte  formano  lui'  involuzione  (  (|uadratica  )  ,  quando  un  punlo  a  . 
considerato  come  apparlenente  all'una  o  all'altra  punteggiata,  ha  per  corri- 
spondente un  solo  e  medesimo  punto  a. 

Da  tale  proprietà  si  conclude  the  n  e  1 1'  involuzione  (juadralica, 
il  r  a  ])  p  0  r  I  0  a  n  a  r  ni  o  n  i  e  o  di  quattro  punti  è  eguale  a  quel- 
lo   de'  loro    coniugati. 

(a)  Siano  e ,  f  \  due  punii  doppi  (22)  dell'involuzione,  determinali  dal- 
l'eguaglianza   oe'  :=  of  =  cosi.  ;  avremo  : 

(  efaa   )  =  (  efàa  ) ,  , 

cio<^  il  rapporto  anarmonico  (  p/ija' )  è  eguale  al  suo  reciproco  ,  epperò  è  .=  — 1, 
non  potendo  mai  il  rapporto  anarmonico  di  quattro  punti  dis^linli  essere  egua- 
le all'unità  positiva.  Dunque:  ne  11'  involuzione  quadratica,  i  due 
punti  doppi  e  due  punti  coniugati  qualunque  formano  un 
sistema    armonico. 

Ne  segue  che  un'  involuzione  di  secondo  grado  si  può  considerare  come 
la  serie  delle  infinite  coppie  di  punti  aa'  che  dividono  armonicamente  un  dalo 
segmento  cf. 

(h)  Due  involuzioni  quadratiche  situale  in  una  slessa  retta  hanno  un  grup- 
po comune,  cioè  vi  sono  due  punti  a,  a  tali,  che  il  segmento  aa'  è  diviso 
armonicamente  si  dai  punti  doppi  e,  f  della  prima^  che  dai  punti  doppi  g,h 
della  seconda  involuzione.  Infatti  :  sia  preso  un  ])unto  quahuiquc  hi  nella  retta 
data;  siano  m'  ed  m, ,  i  coniugati  di  m  nelle  <luc  involuzioni.  Variando  m.  i 
punii  m',  m,^  generano  due  punteggiate  projeltive,  i  pimti  comuni  delle  quali 
rostiluiscono  evidentemente   il  gruppo  lomune  alle  due  involuzioni  proposte. 
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È  pure  evidente  che  due  involuzioni  di  grado  eguale .  ma  supeiioie  al 
-econdo ,  situate  in  una  slessa  retta ,  non  avranno  in  generale  alcun  gruppo 
comune. 

26.  La  teoria  dell'  involuzione  quadratica  ci  servirà  nel  risolvere  il  pro- 
blema  che  segue. 

Se  abcd  sono  quattro  punti  in  linea  retta  ,  abbiamo  denominati  fondamen- 
tali (1)  i  tre  rapporti  anarnionici: 

1  ;.  —  1 

(  abcd  )  =  /■•;   (  aedo  )  =: .  (  adbc  )  =  . 

1  —  /.  A 

Se  i   primi  due  rapporti  sono  eguali  fra  loro,  vale  a  dire,  se: 

1  .  ,       ■ 

7)  /.  ::^ ossia  /.-  —  À  -i-  i  n  0 . 

1  —  /. 

si  ha  anche  : 

;.  ~i 

À  = , 


cioè  tulli  e  tre  i  rapporti  anarraonici  fondamentali  sono  eguali  fra  loro. 

Dati  i  punii  abc  in  una  retta ,  cerchiamo  di  determinare  io  questa  un 
punto  d,  tale  che  sodisfaccia  all'eguaglianza  : 

(  abcd  )  =  (  acdb  ) , 
ossia  : 

(  abcd  )  =■  (  cabd  ). 

Assunto  ad  arbitrio  nella  retta  data  un  punto  m  .  si  determini  un  pun- 
to m'  per  modo  che  sia 

(  abem  )  =■  {  cabm   ]. 

N  ariando  simultaneamente  m.  ni  generano  due  punteggiale  projeltive . 
nelle  quali  ai  punti  a,  b,  e,  m  corrispondono  ordinatamente  e,  a,  b,  m  . 
Se  chiaraansi  d,  e  \  punti  comuni  di  queste  punteggiate,  si  avrà: 

(  abcd  )  rr  (  cabd  ) ,  (  abce  )  =:  (  cabe  ) , 

cioè  il  proposto  problema  è  risoluto  da  ciascuno  de'  punti  d ^  e. 

Ora  siano  a,  ^,  y  i  tre  punti  della  retta  data,  che  rendono  armonici  i 
tre  sistemi  (b,  e,  a,  a) ,.  (e,  a,b,  ^) ,  (a,6,c,y):i  due  sistemi  {a,b,c,'y); 
{a  ,c ,  b ,  ^)  saranno  projettivi,  e  siccome  al  punto  6,  consideralo  come  ap- 
partenente all'uno  0  all'altro  sistema,  corrisponde  sempre  e,  così  le  tre  cop- 
pie aa,  bc ,  §y  sono  in  involuzione,  cioè  a  è  un  punto  doppio  dell'involu- 
zione quadratica  determinala  dalle  coppie  bc ,  §y.  L'altro  punto  doppio  della 
stessa  involuzione  è  a,  poiché  il  segmento  he  è  diviso  armonicamente  dai  pun- 
ii a,  «.  Dunque  a.  «  dividono  armonicamente  non  solo  bc  .  ma  anche  §y. 
Si  ha  perciò  : 

(  bcao.  ]  ■=  (  3yua  )  zz  —  \  . 
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ossia  i  sistemi  (6_,  c^  a,  a),  (f?,  y ,  a,  a)  sono  projellivi  :  la  qual  cosa 
torna  a  dire  che  le  coppie  aa  ,  è/?,  cy  sono  in  involuzionp   (*). 

Da  un  piiDlo  o  preso  ad  arbitrio  fuori  della  retta  data  iinagininsi  condotti 
i  raggi  o{a,u,b,[^,c,y)  e  0(^,6),  i  quali  tutti  si  seghino  con  una  tra-^- 
versale  parallela  ad  oc  nei  punti  a',  a' ,  b',  (1' ,  rxi , /,  d' ,  e  .  Avremo: 

ad' 

À  =:  (  aedo  )  :=  (  a  ce  db  )  =  , 

a  0 

onde  la   7)  diverrà: 

8)  ad'  —  ad'  .  ab'  ■+■  ab''  =^  0. 

Essendo  (  abcy  )  =■  —  1 ,  si  ha  (  a  b'  00  y'  )  =z  —  ì  ,  cioè  y'  è  il  punto  medio 
del  segmento  ab'.  Quindi,  per  le  identità:  a'd'^^y'd' — y'a  ,  ab' '=■  —  ^y'a, 
la  8)  diviene  : 

9)  y'd''  =  y'e'  =  Zy'à  .  y'b  , 

donde  si  ricava  che  y'  è  il  punto  medio  del  segmento  d'c  ,  cioè  si  ha 
(d'e'ooj')  =  — 1,  epperò  [decy)=^—\.  Similmente  si  dimostra  essere  (rfe6/!^)=— 1. 
(  deaa  )  =  —  1;  vale  a  dire  d,  e  sono  i  punti  doppi  dell'  involuzione 
{aa,b^,  cy)  n. 

Il  rapporto  anarmonico  À  è  dato  dall'equazione  7),  ossia  è  una  radice 
cubica  iraaginaria  di  —  1.  Per  conseguenza  ,  i  quattro  punti  (  abcd  )  od 
(  abce  )  non  possono  essere  tutti  reali.  L'  ecjuazione  9)  ha  il  secondo  membro 
negativo  0  positivo,  secondo  che;  a'ò'  siano  punti  reali  o  imaginari  coniugati. 
Dunque,  se  i  ti  e  punti  dati  a,  b,  e  sono  tutti  reali,  i  punti  de  sono  imagi- 
nari  coniugali;  ma  se  due  de'  tre  punti  dati  sono  imaginari  coniugati,  i  pun- 
J  i  de  sono  reali. 

L'equazione  8).  poi  mostra  che,  se  a'6' =  0  ,  anche  ad  :=  a'e  :=i  0  ; 
cioè,  se  due  de'  punti  dati  coincidono  in  un  solo,  in  questo  cadono  riuniti 
anche  i  punti  de. 

27.  Chianierenio  equianarmonico  un  sistema  di  (jualtro  punti,  i  cui  rap- 
porti anarmonici  fondamentali  siano  eguali,  ossia  un  sistema  di  quattro  punii 
aventi   per  rapporti  anarmonici  le  radici   cubiche  imaginarie  di  —  1. 

Quattro  jiimli  ni,nì.,w-m.  in  linea  retta  siano  rappresentati  (6)  dall' e- 
(juazione  : 

10)  A  .  orti'  -¥■  AB  .  oìn    -t-  6C  .  otri   -+■  AD  .  otri  -h  E  =  0. 
Se  il  sistema  di  (jucMi  ipialtro  punti  è  equianarmonico ,  si  avrà  : 

(  H!|Hi.,jH-ni;  )  r=  (  m^m-^m^m._,  )  . 
ovvero,  sostituendo  ai  segmenti  t?!,»?.^,...   le  diflt'rcnze  om.,  —  om^  ,.  . .  : 
ioiUi — om.-,)  (oni| — om-)  lom,-  oin.^,)  {om,^ — orn-) -h{om.^—om-)'- [om^  — om,)'-  =  0. 


ST«unT,  Oromeirie  (ter  l.age  ,  NilinlirrK  I8<7,  p.   121. 
';  Staiiiit,  Uritriiye  jur  (ìeometTie  der  I.aije ,  Nlirnbcrs   l8'.fi-5T-00 .  |i.   178. 


23 

Sviluppando  le  operazioni  indicale,  quest'equazione  si  manifesta  siinnie- 
uica  rispetto  ai  quattro  segmenti  om,  onde  si  potrà  esprimerla  per  mezzo  dei 
soli  coefficienti  della  10).  Ed  invero,  coli' aiuto  delle  note  relazioni  fra  i  coef- 
ficienti e  le  radici  di  un'  equazione ,  si  trova  senza  difficoltà  : 

AE  —  ABD  -;-  3C-  =  0  , 

loine  condizione  necessaria    e    sufficiente    affinchè    i  quattro    punti   rappresentati 
dalla   10)  formino  un  sistema  equianarmonico  (*). 

Art.  V.  Uofìni7,ioni  relative  allo  lineo  gtiaiie. 

28.  Una  linea  piana  può  considerarsi  generala  dal  movimento  di  un 
pimto  o  dal  movimenlo  di  una  retta  :  nel  primo  caso ,  essa  è  il  luogo  di  tul- 
le le  posizioni  del  punto  mobile;  nel  secondo,  essa  è  V  inviluppo  delle  posi- 
zioni della  retta  mobile   (**). 

Una  retta,  considerala  come  luogo  de'  punii  situali  in  essa  ^  è  il  più 
semplice  esempio  della  linea-luogo. 

Un  punto,  risguardato  come  inviluppo  di  iiille  le  relle  incrocianlisi  in 
esso,  è  il   ca'o  più  semplice  della  linea-inviluppo. 

Un  luogo  dicesi  deW  ordine  n,  se  una  ietta  qualunque  lo  incontra  in  n 
punti  (reali,  imaginari ,  distinli  o  coincidenti).  II  luogo  di  primo  ordine  è  la 
rella.  Un  sistema  di  n  rette  è.  un  luogo  dell'ordine  n.  Due  luoghi,  i  cui  or- 
dini siano  rispetlivamenle.  n,  n    formano  insieme  un   luogo  dell'ordine  n-^.-n'.. 

Un  luogo  dell'ordine  n  non  può,  in  virtù  della  sua  definizione,  essere 
incontrato  da  una  retta  in  più  di  n  punti.  Dunque,  se  un  tal  luogo  avesse 
con  una  retta  più  di  n  punti  comuni,  questa  sarebbe  parie  di  quello,  cioè 
tuli'  i  punti  della  retta  apparterebbero  al   luogo. 

Una  linea  curva  di  dato  ordine  si  dirà  semplice^  quando  non  sia  compo- 
sta di  linee  d'  ordine  inferiore. 

Un  inviluppo  diccsi  della  classe  n,  se  per  un  punto  qualimque  passano  n 
posizioni  della  rella  inviluppanle,  ossia  n  rette  tangenti  (reali,  imaginarie , 
distinte  o  coincidenti  ).  h'  inviluppo  di  prima  classe  è  il  punto.  Un  sistema 
di  n  punti  è  un  inviluppo  della  classe  w.  Due  inviluppi,  le  cui  classi  siano 
n.  n,  costituiscono,  presi  insieme,  un  inviluppo  della  classe  n-i-n. 

Se  ad  un  inviluppo  della  classe  n  arrivano  più  di  n  tangenti  da  imo 
flesso  punto,  questo  appartiene  necessariamente  a  quell'inviluppo,  cioè  tulle 
le  rette  condotte  pel  punto  sono   tangenti  dell'  inviluppo  medesimo. 

Una  curva-inviluppo  di  data  classe  si  dirà  semplice ^  quando  non  sia  com- 
posta di  inviluppi  di   classe  minore. 

29.  Consideriamo  una  curva-luogo  dell'  ordine  n.  Se  a  è  una  posizione 
del  punto  generalore ,  ossia  un  punto  della  curva,  la  retta  A  che  passa  per 
a  e  per  la  successiva  posizione  del  punto  mobile  è  la  tangente  alla  curva  in 
quel   pìinlo.   Cioè,   la  curva    luogo    delle  posizioni  di  un    punto  mobile  è  anche 


*)  Painvin,  Èquation  dcs  rapports  anfiarmoniques  etc.  (  Nouvclics  Aiinaics  de  Math^maliqiies. 
t.   19,  Paris   (860,  p.   412  '. 

(**i  Pliickeb,  Tlieorie  tier  atyebraischcn  Curven,  Boan  1839,  p.  200. 
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1'  inviluppo  delle  rette  congiungenti  fra    loro    le    successive  posizioni  del  punto 

medesimo.  , 

Nel  punto  di  contatto  a  la  curva  ha  colla  tangente  A  due  punti  comuni 
[coniano  ò/muiio  );  quindi  le  due  linee  avranno ,  in  generale,  altri  n-2 
punti  dMntersecazione.se  due  di  questi  n~2  punti  comcidono  in  un  solo  6, 
la  retta  A  sarà  tangente  alla  curva  anche  in  6.  In  tal  caso  ,  la  retta  A  dice- 
si  lanqenle  doppia  ;  a  e  b  sono  i  due  punti   di  contatto  (*). 

Invece ,  se  una  delle  n  -  2  intersezioni  s'  avvicina  infinitamente  ad  a,  la 
retta  A  avrà  ivi  un  contatto  (ripunto  colla  curva.  In  lai  caso,  la  retta  A  dicesi 
tanqente  stazionaria,  perchè,  se  indichiamo  con  a,  a,  a"  i  tre  punti  lul.ni- 
tamente  vicini  che  costituiscono  il  contatto,  essa  rappresenta  due  tangenti  suc- 
cessive aa',  a  a";  e  p.K>  anche  dirsi  ch'essa  sia  una  tangente  doppia  ,  i  cui 
punti  di  contatto  a,  a'  sono  infinitamente  vicini.  Ovvero:  se  la  curva  si  sup- 
pone generata  dal  movimento  di  una  retta ,  quando  questa  arriva  nella  posizio- 
ne A  cessa  di  ruotare  in  un  senso,  si  arresta  e  poi  comincia  a  ruotare  nel 
senso  opposto.  11  punto  di  contatto  a  della  curva  colla  tangente  stazionaria 
chiamasi  (lesso,  perchè  ivi  la  retta  A  tocca  e  sega  la  curva,  onde  questa 
passa  dall'  una  all'  altra  banda  della  retta   medesima. 

30  Consideriamo  ora  una  curva-inviluppo  della  classe  «i.  he  A  è  una 
posizione  della  retta  generatrice ,  cioè  una  tangente  della  curva  ,  il  punto  a 
ove  A  è  incontrata  dalla  tangente  successiva,  è  il  punto  m  cui  la  retta  4  toc- 
ca la  curva.  Quindi  la  curva  inviluppo  di  una  retta  mobile  è  anche  il  luogo 
del   punto  comune  a  due  successive   posizioni  della  retta  stessa. 

Per  un  punto    qualunque    si    possono    condurre,  in    generale,  m  tangenti 
'alla  curva.   Ma  se   si  considera  un   punto  a  della  curva,  due  di  quelle  m  tan- 
genti sono  successive,  cioè    concidono    nella    tangenle  A.  Quindi    per  a  passe- 
ranno, inoltre,  tn  — 2  rette  tangenti  alla  curva  in  altri  punti. 

Se  due  di  queste  m  — 2  tangenti  coincidono  in  una  sola  retta  jK,  la 
curva  ha  in  a  due  tangenti  A,  B,  cioè  passa  due  volle  per  a,  formando  ivi 
un  nodo  ;  le  rette  A  e  B  toccano  in  a  i  due  rami  di  curva  che  ivi  s  incro- 
ciano.  In  questo  caso,  il  punto   a  dicesi  punto  doppio  (*). 

Invece ,  se  una  delle  m  -  2  tangenti  coincide  con  A  ,  questa  relia  rap- 
presenta tre  tangenti  successive  A ,  A',  A",  ed  il  punto  a  può  considerarsi 
come  un  punto  doppio,  le  cui  tangenti  A,  A'  coincidano  (  cioè ,  il  cui  nodo 
sia  ridotto  ad  un  punto  ).  Nel  caso  che  si  considera  ,  il  punto  a  dicesi  cuspi- 
de 0  regresso  o  punto  stazionario,  perchè  esso  sappresenta  1'  intersezione  della 
tangente  A  con  A'  e  di  A'  con  A";  ossia  perchè,  se  s' imagina  la  curva  ge- 
nerala da  i;n  punto  mobile,  quando  questo  arriva  m  a  si  arresta,  rovescia  la 
direzione  del  suo  mojo  e  quindi  passa  dalla  parte  opposta  della  tangente  A 
(  langeuie  cus|)idale  ).  ■      /  \ 

Dalle  formole  di  Pliicker ,  che  saranno  dimostrale  in  seguito  (  xvi.  ) , 
si  raccoglie    che    una    curva-luogo    di    dato    ordine    non    ha    in    generale  punti 


,*)  I  d.io  p.mti  ai  coniano  possono  cssorc  imagin.-iri  senza  che  la  rolla  A    cessi  d'ossee  reale  e  .h 
possedere  tulle  le  piopiielii  di  nna  Ungente  doppia.  .. 

,**)   le  dne  lanRenti  .1,  B  ponno  essere  imaginaric ,  opperò  iniaginari  anche  i  dn     "'"'•'«''»"" 
va,  Hmin'ndo  .Uè  il  pnnlo  d-incrociamento  a.  Questo  è  ,  .n  lai  caso,  nn  punto  isolato  e  .puJ.  cons.- 
•aerarsi  come  un'  ovaie  inllnilcsima  o  evanescente. 
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doppi  né  cuspidi,  bensì  tangenti  doppie  e  flessi;  e  che  una  curva-inviluppo 
di  data  classe  <"■  in  generale  priva  di  tangenti  singolari,  ma  possiede  invece 
punti  doppi  e  punti  stazionari. 

Però  ,  se  la  curva  è  di  natura  speciale  ,  vi  potranno  anche  essere  punti 
o  tangenti  singolari  di  più  elevata  moltiplicità.  Una  tangente  si  dirà  multipla 
secondo  il  numero  r,  ossia  (  r  )'''"_,  quando  tocchi  la  curva  in  r  punti  _,  i  qua- 
li possono  essere  tutti  distinti,  o  in  parte  o  tulli  coincidenti.  L'n  punto  si 
dirà  (  r  )''''\  qnando  per  esso  la  curva  passi  r  volte ,  epperò  ammetta  ivi  /• 
tangenti  tutte  distinte^  ovvero  in  parte  o  tutte  sovrapposte. 

31.  Se  una  curva  ha  un  punto  (  r  )'"'"  a,  ogni  retta  condotta  per  a  sega 
ivi  r  volte  la  curva ^  onde  il  punto  a  etjuivale  ad  r  intersezioni  della  retta 
colla  curva.  Ma  se  la  retta  tocca  nno  de' rami  della  curva,  passanti  per  a, 
essa  avrà  in  comune  con  questa  anche  quel  punto  di  esso  ramo  che  è  succes- 
sivo ad  a;  cioè  questo  punto  conta  come  r -h  1  intersezioni  della  curva  colla 
tangente.  Dunque  ,  fra  tutte  le  rette  condotte  per  a  ve  ne  sono  al  più  ;■  (  le 
tangenti  agli  r  rami  )  che  segano  ivi  la  curva  in  r  -H  1  punti  coincidenti  ;  ep- 
però,  se  vi  fossero  r -H  1  rette  dotate  di  tale  proprietà^  questa  competerebbe 
ad  ogni  altra  retta  condotta  per  a^  cioè  a  sarebbe  un  punto  multiplo  secondo 
il  numero  r  -;-  1. 

Analogamente  :  se  una  curva  ha  una  tangente  A  multipla  secondo  r , 
questa  conta  per  r  tangenti  condotte  da  un  pimto  preso  ad  arbitrio  in  essa, 
ma  conta  per  r  -+  \  tangenti  rispetto  a  ciascuno  de'  punti  di  conlatto  della 
curva  con  A.  Cioè  da  ogni  punto  di  A  partono  r  tangenti  coincidenti  con  A  : 
e  vi  sono  al  più  r  punti  in  questa  retta ,  da  ciascun  de'  quali  partono  r  -i-  1 
tangenti  coincidenti  colla  retta  stessa.  Onde,  se  vi  fosse  un  punto  di  più, 
dotato  di  tale  proprietà  ,  questa  spetterebbe  a  tuli'  i  punti  di  .4  ^  e  per  con- 
seguenza questa  retta  sarebbe  una  tangente  multipla  secondo  ?--^-1. 

Da  queste  poche  preiuesse  segue  che  : 

Se  una  linea  dell'  ordine  n  ha  un  punto  (  n  )'''"  a  ,  essa  non  è  altro  che 
il  sistema  di  n  rette  concorrenti  in  a.  Infatti^  la  retta  che  unisce  a  ad  im 
altro  punto  qualunque  del  luogo  ha,  con  questo,  n  -v-  1  punti  comuni,  eppe- 
rò fa  parte  del  luogo  medesimo. 

Così,  se  un  inviluppo  della  classe  m  ha  una  tangente  (  m  )'''",  esso  è  il 
sistema  di  m  punti  situati  sopra  (jnesta  retta. 

Una  curva  semplice  dell'  ordine  n  non  può  avere ,  oltre  ad  un  punto 
(  n  —  1  j'''"  anche  un  punto  doppio ,  perchè  la  retta  che  unisce  questi  due 
punti  avrebbe  n  -^  \  intersezioni  comuni  colla  curva.  Analogamente  ,  una  curva 
semplice  delia  classe  m  non  può  avere  una  tangente  (  »n  —  1  )'*'"  ed  inoltre 
un'altra  tangente  doppia,  perchè  esse  rappresenterebbero  m -f- 1  tangenti  con- 
correnti nel  punto  comune  alle  medesime. 

Art.   vi.  Punti  e  tangenti  comuni    a  due  curve. 

32.  hi  quanti  punti  si  segano  due  curve ,  gli  ordini  delle  quali  siano 
n ,  «' ?  Ammetto,  come  principio  evidente,  che  il  numero  delle  intersezioni 
dipenda  unicamente  dai  numeri  n,  n',  talché  rimanga  invariato,  sostituendo 
alle  curve  date  altri  luoghi  dello    stesso    ordine.   Se  alla    curva  d'  ordine  «'   si 

4 
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sostimiscono  n  rette,  queste  incontrano  la  curva  d' oidiiie  n  in  nn'  punii; 
dunque:  due  curve,  i  cui  ordini  siano  n,  n',  si  segano  in  nn 
punti   (reali^    imagi  nari,  distinti    o    coincidenti). 

Si  dirà  che  due  curve  hanno  un  contano  bipunlo ,  Iripunlo ,  quadripun- 
10,  cinquipimto  j,  stpunto , .  . .  quando  esse  abbiano  due,  tre,  quattro,  cinque, 
sei,...  punti  consecutivi  comuni,  e  per  conseguenza  anche  due,  tre,  (|ual- 
Iro,  cinque,  sei,...   tangenti  consecutive  comuni. 

Se  per  un  punto  a  passano  r  rami  di  una  curva  ed  r'  di  un'  altra , 
quel  punto  dee  considerarsi  come  intersezione  di  ciascun  ramo  della  prima 
curva  con  ciascun  ramo  della  seconda,  epperò  equivale  ad  rr'  intersezioni  so- 
vrapposte. Se,  inoltre,  un  ramo  della  prima  curva  ed  un  ramo  della  seconda 
hanno  in  a  la  tangente  comune  ,  essi  avranno  ivi  due  punti  comuni ,  onde  a 
equivarrà  ad  rr'  -h  1  intersezioni.  In  generale,  se  in  a  le  due  curve  hanno  s 
tangenti  comuni ,  a  equivale  ad  rr'  ■+•  s  punti  comuni  alle  due  curve. 

Come  caso  speciale ,  quando  le  r  tangenti  della  prima  curva  e  le  r'  del- 
r  alti'a ,  nel  punto  comune  a,  coincidono  tutte  insieme  in  una  sola  retta  T, 
questa,  supposto  r'  <r,  rappresenta  r'  tangenti  comuni,  onde  il  numero  del- 
le intersezioni  riunite  in  a  sarà  r'(  r  -f-  1  ).  Ma  questo  numero  può  divenir 
più  grande,  ogniqualvolla  la  retta  T  abbia  un  conlatto  più  inlimo  con  alcuna 
delle  linee  proposte,  cioè  la  incontri  in  più  di  r -h  \  od  r' -f-  1  pimti  riuniti 
in  a.  l'er  esempio ,  se  in  a  la  retta  7"  avesse  2r  punti  comuni  colla  prima 
curva  ed  r'  -h  1  colla  seconda,  il  punto  a  equivarrebbe  ad  r  (  r' -4-  1  )  inter- 
sezioni delle  due  curve.  Del  che  <^  facile  persuadersi,  assumendo  im  sistema 
di  r  curve  K  di  second'  ordine  aventi  im  punto  (comune  a  ed  ivi  toccate  da 
una  stessa  retta  T ;  ed  inoltre  un'altra  curva  (jualunqiie  C  dotata  di  r'  rami 
passanti  per  a  ed  ivi  aventi  la  comune  tangente  ?'.  In  tal  caso  il  punto  a 
rappresenta  r' -t- ì  intersezioni  di  C  con  ciascuna  delle  curve  /f;  epperò  equi- 
vale ad  r  (  »•'  -t-  1  )  pimti  comuni  a  C  ed  al  sistema  completo  delle   curve  K. 

Analogamente  si  dimostra  che  due  curve,  ìv.  cui  classi  siano 
m  ,  m  .  hanno  mm'  tangenti    comuni.  Ecc.   (*). 


tKT.   VII.  Xiiiuoro  €loIlc  ruiKliziuni  die  «Irterniiiisiiio   ima  «■•■■■va 
<Ii  tlnlo  «trtliiic  u  «li  tlstln  olaMMc. 


33.  Se  una  curva  dee  passare  per  un  dato  punto  «,  ciò  eijuivale  mani- 
festamente ad  una  condizione. 

Per  a  conducasi  ima  retta  ^  ;  se  la  curva  deve  contenere  anche  il  punto 
dì  A  che  ì"  successivo  ad  a ,  cioè  se  la  curva  deve  non  solo  passare  per  a , 
ma  anche  toccare  ivi  la  retta  A ,  ciò  equivale  a  dite  condizioni. 

Per  a  conducasi  una  seconda  retta  ^,;  se  oltre  ai  due  punti  consecutivi 
di  A,  la  curva    dovesse    contenere    anche   quel    punto  di  A^  che  è  successivo 


(*)  Le  [Mopiiflii  ilclU;  curve  di  ilala  classe  si  deducono  dalle  propiielà  delle  nirve  di  dato  «nliiie  , 
e  reciprorameiile,  nirdiantc  il  principio  di  dualità , che  noi  cniisideriamo  come  piimìlivo  ed  assoluto, 
cioè  indipendente  da  niialsivoglia  teoria  speciale  di  trasformazione  di  ligtiie 


27 

ad  a ^  ciò  equivaiiebbe  a  Ire  condizioni.  Ma  in  tal  caso,  (Ine  rette  condotte 
per  a  seglierebbero  ivi  due  volte  la  cnrva ,  cioè  a  sarebbe  nn  punto  doppio 
per  questa.  Dunque,  se  la  curva  dee  avere  un  punto  doppio  in  a_,  ciò  equi- 
vale a  ire  condizioni. 

Se  la  curva  deve  avere  in  a  un  punto  doppio  (Ire  condizioni),  una 
retta  qualunque  A  condotta  per  a  conterrà  due  punti  di  quella,  coincidenti  in 
a.  Se  la  curva  deve  passare  per  un  terzo  punto  successivo  di  A ,  cioè  se 
questa  retta  dovrà  avere  in  a  tre  punti  comuni  colla  curva ,  ciò  equivarrà  ad 
una  nuova  condizione.  Se  lo  stesso  si  esige  per  una  seconda  retta  A^  e  per 
una  terza  .4.,  (  passanti  per  a  ) ,  si  avranno  in  tutto  sci  condizioni.  Ma  quan- 
do per  a  passino  tre  rette ^  ciascuna  delle  (piali  seghi  ivi  tre  volte  la  curva, 
quello  è  un  punto  triplo  (31);  dunque ,  se  la  curva  dee  avere  in  a  un  punto 
triplo ,  ciò  equivale  a  sei  condizioni. 

In  generale:  sia  .r,_[  il  numero  delle  condizioni,  perchè  la  curva  abbia 
in  a  un  punto  (  r  —  l  )>''".  Ogni  retta  A  condotta  per  a  ,  avrà  ivi  r  —  1 
punti  comuni  colla  curva.  Se  questa  dee  contenere  un  altro  punto  successivo 
di  A,  cioè  se  la  retta  A  deve  in  a  avere  r  punti  comuni  colla  curva,  ciò 
equivale  ad  una  nuova  condizione.  Se  la  slessa  cosa  si  esige  per  altre  r  —  1 
rette  passanti  per  a^  si  avranno  in  tutto  a;,_| -+- r  condizioni.  Ora,  (piando 
per  a  passano  r  rette,  ciascuna  avente  ivi  r  punti  comuni  colla  curva,  a  è 
un  punto  multiplo  secondo  r  (31  );  dimque,  se  la  curva  deve  avere  in  a  un 
punto  (r  )>''",  ciò  equivale  ad  un  numero  x,  '=■  Xr_i -'- r  di  condizioni;  os- 
r(r-+-  1  ) 

sia    Xr  =  . 

2 

34.  Dd  quante    condizioni    è    determinata    una    curva  d'ordine  n?  Se   la 

curva    debba    avere    un    dato    punto  a  multiplo   secondo  n,  ciò  equivale  (33) 

n  (  n  -+-  1  ) 
ad    condizioni.    Ma    una    linea    d'  ordine    n,    dolala    di    un    punto 

{n)i''"  a  è  il  sistema    di    n    rette    concorrenti    in    a  (31);  e,  affinchè  queste 

siano  pienamente  individuate,  basta  che  sia    dato    un  altro   punto  per  ciascuna 

di  esse.    Dunque  : 

Il    numero    delle    condizioni    che    determinano    una    e  n  r- 

n{n  -h  \  )  n  {n-h-3) 

va    d    ordine    n    è    -(-n=:  (   l. 

2  2 

nin-i-3)  ....       .  ... 

Se    sono    date    solamente 1    condizioni,  vi    saranno   inlinite 

2 

curve  d'ordine  n  che  le  potranno  sodisfare,  e  fra  esse  ve    ne   saranno  alcune 

(  siane  N  il  numero  )   che  passeranno  per    un    punto  qualunque  dato.   L'  intero 

sistema    di    quelle  curve,  in  numero   infinito,   chiamasi    serie    d'  ordine    n 

e    d'  indice    N   (**). 

Per  esempio,  le  tangenti  di  una  curva  della  classe  m  formano    una  serie 

d'  ordine   1    e  d'  indice  m. 


(**)  JoNQuiÈRES,  Théorèmes  généraux  concernanl  tes  courbes  gtométrif/ucs  planex  d'un  or- 
lile quekonque  (Journal  ile  M.  LiouvitLE,  avril  1861,  p.  It3). 
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In  generale  esiste  sempre  una  linea  che  inviluppa  una  serie  data ,  cioè 
elle  in  ciascun  ile'  suoi  punti  tocca  una  curva  della  serie.  Tutta  la  serie  si 
può  concepire  generata  dal  movimento  continuo  di  una  curva  ,  che  vada  cam- 
biando di  forma  e  di  posizione ,  in  modo  però  da  sodisfare  alle  condizioni 
proposte.  I  punti,  in  cui  una  curva  della  serie  sega  quella  che  le  succede 
immediatamente,  sono  anche  i  punti  di  contatto  fra  la  prima  di  queste  curve 
e   la  linea  inviluppo  della  serie. 

35.  11  teorema    or    ora    dimostralo  (34)  ci  mette    in    grado    di    stabilire 

qiiest'  altro  :    che    una    curva    semplice    dell'  ordine    n    non    può    avere    più    di 

(  n  -  1  )  (  n  -  2  )  .    ,       .  ,  • ,-  V    .  f     ■ 
-punti  doppi   (comprese    le    cuspidi).   Intatti:  se  ne  avesse 

.     (  »i  —  1  )  (  n  -  2  ) 
imo  di  più,  per  questi 1-  1   e  per  altri  n  —  3   punti  del- 

(  H  —  2  )  (  n  —  2  H-  3  ) 
la    stessa    curva,    in    tutto punti,    si    potrebbe    tar 

passare  una    curva  dell'  ordine  n  —  2  ^  la  quale    avrebbe    in    comune   colla  li- 

((n— l)(n  — 2)  ) 

nea  data  2  l -i-lj-i-n  —  3  =  n(/i  —  2)4-1  interse- 
zioni :  il  che  è  impossibile ,  se  la  curva  data  non  è  composta  di  linee  d'  or- 
dine minore  (*). 


AKT.   Vili.  PoriHiui  fli  Chaslem  t"  (euremn  di  Cabikot. 


36.   Sia    dato  (  llg.  e."*  )   un    triangolo   ABC.   Un    punto    qualunque    a    di 

aC 

BC  è  individuato    dal    rapporto  ;  e  parimenti  ,  un    punto    qualunque   b  di 

aB 

CA  è  individuato  dal  rapporto    — .  Tirate  le  rette  Aa,  Bb ,  queste  s' incon- 

bA 
trino  in  un  punto  m ,  che  è ,  per    conseguenza ,  determinalo    dai   due  rapporti 

,  ,  i  (inali  chiameremo  coordinate  del  punto  »n.  La    retta  Ctn  seghi 

aB        bA  ^ 

cB      ^      .  .  ,      , 

AB  in  e:   così  si  ottiene  un  terzo  rapporto .   Fra  i   tre  rapporti  ha  luogn 

cA 
una  semplice  relazione ,  poiché ,  in  virtù  del  noto  teorema  di  Ceva  ,  si  ha  : 

bC         «t"   __   cB 
bA    '    aB  "       cA  ' 

Quando  il  punto  m  >'•  sopra  ima  delle  due  rette  CA  .,  CB ,  una  delle  dm.' 


(*)  PtiicKKR,  loro  ritato,  p.  213 
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coordinate    è    nulla.    Sp     »h    è    sopra    AB  ,    le    due    coordinate    sono  enliamlìe 

cB 
infinite,  ma  è  finito  il   loro  rapporto^  che  è  espresso  da . 

Supponiamo  clie  in  si  muova  sopra  ima  retta  data  :  i  punti  a  e  b  gene- 
reranno sopra  CB  e  CÀ  due  punteggiale  projettive ,  cioè  ad  ogni  posizione  del 
punto  a  corrisponderà  una  sola  posizione  di  6   e    reciprocamente.   Dunque ,  fra 

•    «''          ^^       u     j  •  -,  -  .  . 

1  rapporti  ,   ,  che  deterramano    i    due    punti    a.  6,  avrà    luogo    una 

aB        bA 
equazione  di  primo  grado  rispetto    a    ciascun  d'essi.  Siccome    poi,  nel    punto 

,        .  „  ,.  .  .    aC         bC     ,. 

in  CUI  la    retta    data   incontra  AB  ,  entrambi  i  rapporti  ,  diventano 

aB         bA 
infiniti,  così  quell'equazione  non  può  essere  che  della  forma: 

aC  bC 

!  )  À  . 'r  u  .      1-  V  :=  0. 

aB  bA 

Questa  relazione  fra  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  m  di  una  retta  data 
f"  ciò  che  si  chiama  equazione  della  retta. 

Di  quale  forma  sarà  la  relazione  fra  le  coordinale  di  m ,  se  questo  punto 
si  muove  percorrendo  una  curva  d'ordine  n?  Una  retta  qualunque,  la  cui 
equazione  sia  la  1),  incontra  la  curva  in  n  punti;  quindi  la  relazione  richie- 
sta e  l'equazione   1)  dovranno    essere    simultaneamente    sodisfatte   da  n  coppie 

j-       .♦-    ,  >i  1  aC         bC       , 

di    valori    delle    coordinate ,  :   la    (inai    cosa    esige    necessariamente 

aB         bA 
che  la  richiesta  relazione  sia    del    grado    n    rispetto    alle  coordinate   del  punto 
variabile ,  considerate  insieme. 

Dunque  ,  s e  il  punto  m  percorre  una  curva  d'  o  r  d  i n  e  n  . 
fra  le  coordinale  variabili  di  m  avrà  luogo  una  relazio- 
ne   costante    della    forma: 

/aC  \>'       r  bC  -\  /  aC  \"-'  /  bC  \> 

la    quale  può  dirsi  V  equazione    della    curva    luogo  del   pun- 
to   mobile. 

Reciprocamente:    se    il    punto    m    varia    per    modo    che    fra    le 
sue    coordinate    abbia    luogo    una    relazione    costante    della 
forma    2) ,  i  1    luogo    del    punto    m    è    una    curva    d'  o  r  d  i  n  e    n. 
37.  Consideriamo  di  nuovo    un    triangolo  ABC.)  un    punto  a  in  BC ,  de- 
fiK 

terminato  dal  rapporto ed  un    punto    b  in  CA  .  determinato  dal  rapporto 

aC 

bA 

-- —  ,  individuano  una  retta  ab  la  quale  è ,  per    conseguenza ,  determinata   dai 
bC 

.    aB       bA       ^       .    , 

due  rapporti  .  .  Onesti  due  rapporti  si  chiameranno   coordinate  della 

aC       bC 
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retta.   La  quale  poi  incontra   AB  in   un   terzo  punto  e,  e  così   dà  luogo  ad  ini 

teizo  rapporto .   In  virtù  del    nolo    teorema    di    Menelao,    i    ire    ra|)pofli 

sono  connessi  fra  loro  dalla  relazione  semplicissima  : 

aB         bA    _    cB 

aC     '    bC    ~    cA  ' 

Quando  la  retta  ab  passa  per  l'uno  o  per  l'altro  de' punti  A,  B,  una  del- 
le due  coordinate  è  zero.   Se  poi  la  retta  passa  per  C,  entrambe  le  coordinale 

cB 

sono  infinite,   ma  è  finito  il   loro  rapporto  . 

"  cA 

Supponiamo  die  la  retta  ab  varii  girando  intorno  ad  nn  punto  dato. 
Allora  i  punti  a,  b  genereranno  due  punteggiate  projettive  ,  epperò  fra  le  due 
coordinate  di  ab  avrà  luogo  una  equazione  di  primo  grado  rispetto  a  ciascuna 
coordinala.  E  siccome ,  quando  la  retta  mobile  passa  per  C,  entrambe  le  coor- 
dinate divengono  infinite ,  così  la  forma  dell'  equazione  sarà  : 

aB  bA 

II'  ;. H« —  -h  V  =  0. 

aC  bC 

Questa  relazione  fra  le  coordinate  di  una  retta  mobile  intorno  ad  un  punlo 
dato  può  chiamarsi  1'  equazione  del  punlo  (  considerato  come  inviluppo  della 
retta  mobile  ). 

Suppongasi  ora  che  la  retta  ab  varii  inviluppando  una  curva  della  clas- 
se }«  ;  qnal  relazione  avrà  luogo  fra  le  coordinato  della  retta  variabile?  Da 
im  punto  ([ualunque,  1' eijuazione  del  quale  sia  la  1)',  partono  m  tangenti 
della  curva ,  cioè  m  posizioni  della  retta  mobile.  Dun(|ne  la  relazione  richiesta 
e  l'equazione  1)'  dovranno  essere  sodisfatte  simultaneamente  da  m  sistemi  di 
valori  delle  coordinale.  Onde  s'  inferisce  che  la  relazione  richiesta  sarà  del 
grado  m  rispetto  alle  coordinate  considerate  insieme. 

Dunq ne  :  se  una  retta  si  muove  inviluppando  una  curva 
della  classe  m  ^  fra  le  coordinate  variabili  della  retta 
avrà    luogo    una    relazione    costante    della    forma: 

/  aB  \»'       r  bAì/aB\i"-i  /  bA  \"' 

la  (|  u  a  I  e  può  ri  sguardarsi  come  I'  equazione  della  curva 
inviluppata    dalla    r  e  1 1  a    mobile. 

Viceversa:  se  una  retta  varia  per  modo  che  le  sue  coor- 
dinale sodisfacciano  costante  mente  ad  una  relazione  del- 
la forma  2),  1'  i  n  v  i  I  u  p  p  o  della  retta  sarà  una  curva  della 
classe   ni. 

1  due  imporlanti  porismi  dimostrati  in  questo  numero  e  nel  precedenle 
sono  dovuti  a!  sig.  Cbasles  (*). 


(*    Aperfu  hislorique ,  p.  280. 
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38.   Riprendiamo    l'equazione    2).   Pei    punti    «,  a,  .••   i"    cui    la   curva 

da  essa  rappresentala    sega    la  retta  CB ,  la   coordinata  è  nulla  e  1"  altra 

6.4 

coordinata  si  desumerà  dall'  equazione    medesima  .  ove  si    faccia  =:  0.  Si 

bA 
avrà   così  : 

aC         de  p 

~aB    '  ~dB ~    ~     '    T  ■ 

Analogamente,  pei  punti  6,  6,...  in   cui  la  curva  sega  CA  si  ottiene: 

bC         b'C  n 

.    -7— =  (  _  1  )«  i_ . 

bA         b' A  7t 


Divisa  I'  equazione  2)   per   ( )     e  avuto  riifuardo  ai   teorema  di  Ct 

\  aB  / 


cB  /       cB  Y  /  aB  Y  _ 

cA    '  '  '       "  \       cA  /         ^  \  aC  /    ~     '' 


aB  cB  /       cB  \"  /  aB 

~aC   ~^ 


,      aB 

dove  Facendo  ^0  si  avranno  1  punti  e,  e'....   comuni  alla  curva  ed  al- 

aC 

la  retta  AB  ;  dunque  : 

cB         c'B  _    a 

e  A         e' A  n 

Dai  tre  risultati  così  ottenuti  si  ricava  : 

aB         aB                bC         bC                 cA         c'A 
3j y V  ^  1 

aC    '    a'C    "  '       bA    '    bA    "  '        cB    '    e  B    '" 

e  si  ha  così  il   celebre   teorema  di  Car.not  (*)  : 

Se  u  n  a  e  u  r  V  a  d  e  I  r  0  r  d  i  n  e  n  i  n  e  0  n  t  r  a  i  lati  d  i  n  n  t  r  i  a  n- 
g  0 1 0  ABC  n  e'  p  u  n  t  i  aa'  .  .  .  i  n  BC,  bb  ...  in  CA  ,  ce'  .  .  .  i  n  AB , 
si    ha    la    relazione    3). 

Questo  teorema  si  applica  anche  ad  un  poligono  qualsivoglia. 

39.  Per  n  ^  1  il  teorema  di  Car>ot  rientra  in  quello  di  Menelao.  Per 
n  =  2 ,  si  ha  una  proprietà  di  sei  punti  d'  una  curva  di  second"  ordine.  E 
siccome  una  curva  siffatta  è  determinata  da  cinque  punti  (341,  così  avrà 
liiogo  il  teorema  inverso  : 


(*)  Geometrie  de  position  ..  Paris  1803  ,  p.  291. 
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Se  nei  lati  BC ,  CA,  AB  di  un  triangolo  esislono  sei  |Hinli  ad,  bb ,  ce' 
■:ali  che  si  abbia  la  relazione  : 

aB  .  a  B  .  bC  .  bC  .  e  A  .  e' A 

4)  -   I  , 

aC  .  àC  .  bA  .  b  A  .  cB  .  cB 

i  sei  punti  aàbb'cc'  sono  in   una  curva  di  second'  ordine. 

Se  i  punti  ab  e  coincidono  rispettivamente  con  abc ,  cioè  se  la  curva 
tocca  i  lati  del   triangolo  in  a,  b,  e.  la  piecedente   relazione  diviene: 

aB  .bC .  e A 

■ —  =  ±  1 . 

aC  .  bA  .  cB 

Uè' due  segni,  nati  dall'estrazione  della  radice  quadrata,  non  può  pren- 
dersi il  positivo  ,  poiché  in  tal  caso ,  pel  teorema  di  Mknelao  ,  i  tre  punti  abc 
sarebbero  in  una  retta:  il  che  è  impossibile,  non  potendo  una  curva  di  se- 
cond'  ordine  essere  incontrata  da  una  retta  in  più  che  due  punti.  Preso  adun- 
que il  segno  negativo,  si  conclude,  in  virtù  del  teorema  di  CEVA,che  le  ret- 
te Aa ,  Bb ,  Ce  concorrono  in  uno  stesso  punto.  Cioè  :  se  una  curva  di  se- 
cond'  ordine  è  inscritta  in  un  triangolo ,  le  rette  che  ne  uniscono  i  vertici  ai 
punti  di  contatto  de'  lati  opposti  passano  per  uno  stesso  punto. 

(  a  )  Per  jj  :r:  3  ,  dal  teorema  di  Carnot  si  ricava  che  ,  so  i  lati  d'  ini 
triangolo  ABC  segano  una  curva  del  terz'  ordine  (  o  più  brevemente  cubica  ) 
in   nove  punti   aàa",  bb'b" ,  cc'c" ,  ha  luogo  la  relazione  seginenlaria  : 

aB  .  aB  .  a  B  .  bC  .  b'C  .  b'C  .  cA  .  c'A  .  e" A 


aC  .  a'C  .  a"C  .  bA  .  b' A  .  b" A  .  cB  .  e  B  .  e" B 

Se  i  sei  punti  aabbcc    sono  in  una  curva  di  second'  ordine 
che  la  relazione  4),  per  la  (piale  dividendo  la  5)  si  ottiene: 


a  B  .  b'C.  c'A 


d'C  .  b"A  .  c'B 


=  1 


cioè  i  punti  a'b'c"  saranno  in  linea  retta.  E  viceversa ,  se  a'b"c"  sono  in  li- 
nea retta,  gli  altri  sei   punti  sono  in   una   curva  di  second' ordine. 

(  b  )  Quando  il  luogo  di  second"  ordine  aàbb'cc  riducasi  al  sistema  di 
due  rette  coincidenti ,  si  ha  : 

Se  n  e'  p  u  n  t  i  in  cui  una  cubica  è  segata  da  una  retta 
data  si  conducono  le  t  a  ii  g  e  n  t  i ,  q  u  e  s  t  e  vanno  ad  incontra- 
re la  curva  in  tre  altri  punti  che  giacciono  in  una  secon- 
da   reità    (*). 


(*  j   Vedi  il  trattalo  di  Maclaurin  sulle  curve    del    3.°  ordine,  tradotto  da   Jonquières  :  mélange» 
de  (ìéomélrie  pure,  Paris  I8i6  ,  p.  223. 
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Se  una  retta  tocca  una  cubica  in  un  punto  a  e  la  sega  seiupUcemente 
in  a',,  questo  secondo  punto  dicesi  tangenziale  del  primo.  Onde  possiamo  dire 
che,  se  tre  punti  di  una  cubica  sono  in  una  retta  R,  i  loro  tangenziali  giac- 
ciono in  una  seconda  retta  S. 

La  retta  S  dicesi  retta  satellite  di  R  (  i-etta  primaria  ) ,  ed  il  punto  co- 
mune alle  i?_,  S  si  chiama  punto  satellite  di  R. 

Se  R  è  tangente  alla  cubica ,  il  punto  satellite  coincide  col  tangenziale 
del  punto  di  contatto,  e  la  retta  satellite  è  la  tangente  alla  cubica  nel  punto 
satellite. 

(e)  Supponendo  che  la  retta  a"b"c"  divenga  una  tangente  stazionaria 
della  cubica ,  si  ha  : 

Se  da  un  flesso  di  una  cubica  si  conducono  tre  tras- 
versali arbitrarie,  queste  la  segano  di  nuovo  in  sei  punti 
situati    in    una    curva    di   second'  ordine. 

Dunque,  se  di  questi  sei  punti ^  tre  sono  in  linea  retta  ^  gli  altri  tre  sa- 
ranno in  una  seconda  retta ,  epperò  : 

Se  da  un  flesso  si  conducono  tre  tangenti  ad  una  cu- 
bica,   i    tre    punti    di    contatto    sono    in    linea    retta  (*). 

(d)  Supposti  i  punti  a"b"c"  in  linea  retta,  gli  altri  sei  aàbb'cc  sono 
in  una  curva  di  second' ordine  ;  onde,  se  tie  di  questi,  a'b'c\,  coincidono^ 
si  avrà  : 

Se  tre  trasversali  condotte  da  un  punto  a  di  una  cu- 
bica tagliano  questa  in  tre  punti  à'b'c"  situali  in  linea 
retta  ed  in  altri  tre  punti  abc  ,  la  cubica  avrà  in  a  un 
contatto  ti'ipunto  con  una  curva  di  second'  ordine  passan- 
te   per    abc. 

Se  à'b'c"  coincidono  in  un  flesso,  dal  teorema  precedente  si  ricava: 

Ogni  trasversale  condotta  per  un  flesso  di  una  cubi- 
ca sega  questa  in  due  punti,  ne'  quali  la  curva  data  ha 
due  contatti  t  r  i  p  u  n  t  i  con  una  stessa  curva  di  s  e  e  o  n  d'  o  r- 
diue    (**). 

E  per  conseguenza  : 

Se  da  un  flesso  di  una  cubica  si  conduce  una  l' e  1 1  a  a 
toccarla  in  un  altro  punto,  in  questo  la  cubica  ha  un 
contatto    s i  p  u  n  1 0    con    una    curva    di    s  e  e  o  n  d'  o  r  d  i  n  e  (*** ) . 

40.  Consideriamo  una  curva-inviluppo  della  classe  ni ,  rappresentata  dal- 
l'equazione  2)'.  Per    ottenere    le    tangenti    di    questa    curva,  passanti    per   A, 

dobbiamo    fare    ivi  — —  :=  0  :  1'  equazione    risultante    darà    i    valori    dell'  altra 

bC 
coordinata  relativi  ai  punti  a,  a...  in  cui  il  lato  RC  è  incontrato  dalle  tan- 
genti passanti  per  A.   Avremo  così: 

aR        aR  ,       -,    ■     P 

— r  •      T   —  (  —  i  )'   —  . 

aC         aC  o. 


('     Maclacrin,  l.  e.  p.  2i6. 

**i  PoNCELF.T,  Analyse  lies  tranuversales  {  Giornale  di  Cbelle,  t.  8^  Berlino  1832, p.  129-135). 
.***!  PlOckek  ,  l'eber  Curven  dritter  Ordnung  und  analytische  Beueisfùhrung  (Giornale  <ii 
Crellu,  t.  34,  Berlino  1847,  n.  330  i 
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Analogamente,    pei    punii  b,  b' . .  .  in    cui    il    lato  CA  è  inconiraio  dalie 
tangenti  passanti  per  B,  avremo: 


6.4         b'A 

Te  '  Ve 


=  (-1 
hA 


Dividasi  ora  l'equazione  2)'   per  ^— V"  ;  avuto  riguardo  alla  relazione: 


aB         bA    _    cB 
aC     '     bC    ~    cA 


SI  otterrà 


Se  in  questa  equazione  si  fa  —  =  0  ,  si  avranno   i   punti  e ,  e  ...  in  cui 
AB  è  incontrata  dalle  tangenti  che  passano  per  C  Quindi  : 


=  (-1 


c5        ^ 

e  A         e  A 

1   tre  risultati  cosi  ottenuti  danno  : 

oB       oB^         ^  bC^     ^  X—      '^—         =(-t  )'". 

^'         Te'  '   a'C   "         bA   '   b'A   "'       cB   '   e  B      " 

Si  lia  dunque  il   teorema   (*)  : 

Se  dai  vertici  di  un  triangolo  ABC  si  conducono  le 
tangenti  ad  una  curva  delia  classe  m,  le  quali  incontri- 
no  i    lati    opposti    ne'    punti    ad ,    bb' ,  cC  . .  . .  .  ^    '  ra    i 

segmenti  determinati  da  questi  punti  sui  lati  si  ha  la 
relazione    3)'.  .  . 

Per  m=l  si  ricade  nel  teorema  di  Ceva.  Per  m  =  2  si  ha  una  pro- 
prietà relativa  a  sei  tangenti  di  ima  curva  di  seconda  classe  ;  e  se  ne  deduce 
il  teorema  che,  se  una  tal  curva  è  circoscritta  ad  un  inangolo,  le  tangenti 
nei  vertici  incontrano  i  lati  opposti  in  tre  punii  situati  sopra  una  stessa  ret- 
ta. Ecc.  ecc.  1     u      il    o\ 

41.  Si  rappresentino  con  f7  =  0  ,  f/' =  0  due  equazioni  analoghe  alla  i), 
relative    a    due    curve    d'  ordine  n.  Indicando  con    A    una    quantità    arbitraria , 


(*,  CH*»Lts,  GéoméMe  supcrieurc  ,  Paris  1852,  p.  361. 
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r  equazione  f  ' -^  xL'  =  0  rappresenterà  evidentemente  nn"  altra   curva  d'ordi- 
ne n.   I   valori  delle  coordinate    ,  ,  che  annullano  U  ed  U',  annullano 

aB  '  bA 
anche  U  -i-  Ài"  ;  dunque  le  n-  intersezioni  delle  due  curve  rappresentate  da 
r=0,L''  =  0  appartengono  tulle  alla  curva  rappresentata  da  V  -i-ÀU'  :=0  (*). 
Siccome  poi  quest'  ultima  equazione  rappresenta  una  curva  dell'  ordine  n  per 
ciascuno  degli  infiniti  valori  che  si  possono  attribuire  a  À ,  così  abbiamo  il 
teorema  : 

Per    le    tr  intersezioni    di    due    curve    del  1' ordine   n   pas- 
sano   infinite    altre    curve    dello    stesso    oi'dine. 

Altrove  (34)  si  è    dimostrato    che    una    curva    d'ordine  n  è  determinata 

n{n-i-3)           ,•  .     .    n  I    .                         I     ,                  .               "(n-f-  3) 
da   ; condizioni.   Dal    teorema    precedente  segue  che  per   ^ 


punti    passa ,  in    generale ,  una   sola    curva    d'  ordine  n  :  poiché ,  se    per    quei 

punti  passassero  due  curve    di    quest'ordine,  in  virtù  di  quel    teorema,  se  ne 

potrebbero  tracciare  infinite  altre. 

71  (  n  -+-  3  )  .    ,  .  Il       1- 

Per 1   punti  dati  (34)   passano    infinite  curve   d    ordine  n, 

A      Au          v'  ■       u            •      ..  ■    -2       /n(n-r3)        \         (n-1  )(n-2) 
due  delle  quali  si  segheranno  in  altri  n-^  —  I ì  ^^   

punti;  questi   apparterranno    dunque    anche  a  tutte  le  altre  curve  descritte  pei 

punti  dati.  Ossia  : 

n{  n-h  3  )        ^  .     ,      .       ,        ,  •      •  ■     f • 

Per —  1    punti    dati    ad    arbitrio    passano    inti- 

n  i  t  e    curve    d'  o  r  d  i  n  e    n  ,    le    quali,    oltre    i    dati,    hanno    in 

,      .    (  n—  1  )  (  n-2  )  .     ,  .         .    ,.,, 

comune    altri    punti    determinati    C"   ). 

Una    qualunque    di    tali    curve    è    individuata    da    un    punto    arbitrario , 

,    .    n(  n  -i-  3  )  ..,.„. 

aggiunto    ai    dati —   1  ;    cioè    tra    le    infinite    curve    passanti    per 

»  (  re  -f-  3  )  .     ,  ,  ,  ,      ,  , 
—  1    punti    dati,   ve    n    ha    una    sola  che    passi  per  un  altro   punto 

preso  ad  arbitrio.  Ne  segue  che  1'  indice  della  serie  formata  da  quelle  infinite 

curve    (34)    è    1.    .\d    una    serie    siffatta    si    dà  il   nome  di  fascio;  ossia  per 

fascio  d'ordine    n  s'intende    il    sistema    delle    infinite    curve  di  quest'ordine, 

n  (  n  -I-  3  )       ^  ...      , 

che  passano   per   —  1   punti    dati    ad    arbitrio    e ,  per   conseguenza  , 

(  n  —  1  )  (  n  —  2  ) 
per    altri     punti  individuati.   11    complesso    delle  »-  interse- 
zioni comuni  alle  curve  d'  un  fascio  dicesi  base  del  fascio. 


(*;  Lamé  ,  Exameìì  des  dilJ'crcntes  mithodes  employées  pour  résoudre  les  problèmes   de 
métrie ,  Paris  1818,  p.  28. 

(**j  PuicKER,  Analylisch-geometrische  Enlicicklungen ,  I.  Bd,  Essen  1828,  p.  229. 
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Analoghe  proprietà  hanno  hiogo  per  le  curve  di  data  classe.  Le    ni-  tan- 
genti comuni  a  due  curve  di  classe  m  toccano  infinite  altre  curve    della  stessa 

1-     I  , .  m  (  »n  -;-  3  ) 

classe.  \i  ha    una    sola    curva    di  classe  m  che  tocchi  rette    date 

2 

I  •    •       r,,          ,                  ,1                           .      ,  wi  (m  H-  3  ) 
ad    arbitrio,    lutle    le    curve    di    classe    m    tangenti    ad — 1    rette 

K-       ■    .            .        (  m  -  1  )  (  m  -  2  )  .  .  .  j.  . , 

arbitrane  hanno  altre   tangenti  comuni  individuate. 


Abt.  IK.  Altri  teoremi  fontlanientali  «alle  cnri-e  piane. 

n(n  -T-  3) 

42.  Fra  gli punti  ^  che  determinano  una  curva  semplice  d' or- 

(  D  —  1  )  (p  — 2  ) 
dine    n ,  ve  ne    possono    essere  tiitt'  al  più  np situati    in 

(p  —  1)  (p—  2) 
una    curva    d    ordine   p  <  n.    Infatti,    se    np h  1    punti 

giacessero    in    una    curva    d'  ordine   p,  i    rimanenti    punti,    il    cui    numero    »^ 

»(n-)-3)  (p_i)(p_2)  (n-p)  (n-p-H3)        . 

np  H 1  =  ,    de- 

2^2  2 

terminerebbero  (34)  una  curva  d'ordine  n — p,  la  quale  insieme  colla  data 
curva  d'ordine  p  costituirebbe  un  luogo  d'  ordine  n  passante  per  tutl'  i  punti 
dati.  Dunque  il  massimo  numero  di  punti  che  si  possono  pren- 
dere ad  arbitrio  sopra  una  curva  d'  ordine  p,  all'  intento 
di    descrivere    per    essi   una  curva  semplice  d'ordine  n>p5  è 

(p-l)(p-2) 
np (*). 

43.  Siano  date  due  curve,  1'  una  d'  ordine  p,  1'  altra  d'  ordine  q,  e   sia 

p  -h  q  =:  n.  Se  nel  luogo  d'  ordine  n  ,  formato  da  queste  due  curve,  si  prendono 

,      , .    .     n  (  >i  -f-  3  )  .  .  .  „  .  „      ,. 

ad  arbitrio 1   punti ,  per   essi  passeranno   infinite  curve  d  ordine 

....                   ,        (n-  I)  (n-2)    .  •    •  ,  ,,  ^     1- 

»,  le  quali  avranno  in  comune  altre  intersezioni  (41),  di- 

71  (  W  -I-  3  ) 

slribuite  sulle  due  curve  date.  Neil'  assumere  ad  arbitrio  quegli 1 

punti,  se  ne  prendano  np  —  g  sulla  curva  d'ordine  p  ed  nq  —  h  sulla  curva 
d'ordine  q,  ove  g,  h  sono  due  numeri  (interi  e  positivi)  soggetti  alla  con- 
dizione : 

1)  9-^h  = . 


(*i  Jacobi  ,   De  relationibus ,  qum  locum  habcre  debenl  inter  puncta  intersectionis  duarum 
curvarum  etc.  (Giornale  di  Creile,  t.  15,  Berlino  1836,  p.  292). 
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Inoltre,  affinchè  le  due  curve  siano  determinale  dai  punti  pre&i  in  esse,  dovrà 
essere  : 

_p(p-r-3)                      ,  -  g(g-i-3) 
"P  ~  9   >    r ,  nq~h  ^ , 


da   cui  : 


Se    in    queste  due  relazioni  poniamo  per  y  e  per  k  i  valori  dati  dalla   1),  ab- 
biamo : 

,  =  (?-ll(?-2)  =  (p-l)(p-2) 

'^  > ^ ^      3  >  ^  • 

Così    sono  fissati  i  limili  entro  i  quali  devono  essere  compresi  g,  h.  Possiamo 

(p—  1  )  (p  —  2) 
dire  che  g  è  compreso  fra  il  limite  minimo ed  il  limite  mas- 

(  p  —  1  )  (  p 2  ) 

Simo  — — i-  p{n  ■—  p)  —  1  ;  e  che  h  è  dato  ,  mediante  g  ,  dalla  1  ). 

Abbiamo  così  il  teorema  (*)  : 

Tutte  le  curve  d'  ordine  n  —  p-Hgr^  descritte  per  np  —  g 
punti  dati  di  una  curva  d'  ordine  p  e  per  nq  —  h  punti  dati 
di  una  curva  d'ordine  gr,  segano  la  prima  curva  in  altri 
g    punti   fissi    e    la    seconda    curva  in  altri  h  punti  fissi. 

(a)  Da  questo  teorema  segue  immediatamente: 

Affinchè  per  len-  intersezioni  di  due  curve  d'  ordine 
n  passi  il  sistema  di  due  e urved'  ordini  p,  n— p,  è  neces- 
sario e  sufficiente  che  di  queste  intersezioni  np  —  g  ap- 
partengano alla  curva  d'  ordine  p,  ed  n(n  —  p)  —  h  apparten- 
gano   alla    curva    d'ordine    n  —  p. 

(b)  Quando  il  numero  g  ha  il  suo  minimo  valore,  il  teorema  suenun- 
ciato  può  esprimersi  così  : 

1^-1)  (p-2) 
Ogni  curva  d'  ordine  n,  descritta  per  np 

punti    dati    di   una    curva    d'  o r  d i n  e  p  <  n  ,  i n  e o n  t  r a  (j  u  e s  t  a  i  ri 

.    (p_l)(p_2)  .  . 

altri  punti    tissi. 

2 

Ovvero  : 

Se    delle    n^    intersezioni    di    due    curve    d'ordine    n , 

{p-l){p-2)       ...  ^^        i-  ^ 

np  —  ■ giacciono    in    una    curva  d    ordine  p<n. 

(p_l)(p_2) 

questa    ne    conterra    altre ,    e    le    rimanenti 

2 

n(n  —  p)  saranno    in    una    curva    d  '  ordine  n  —  p. 


(*)  PlUcker  ,  Theorie  der  algeb.  Curven  ,  p.  Il 
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Del  resto,  questi  teoremi  sono  compresi  nel  seguente  più  generale. 

44.    Date    due    curve,    I  '  una    d    d'  ordine    n ,    1  '   altra    d, 
d'ordine    ni  <  n ,    se    delle    loro    intersezioni    ve    ne    sono 

(  /n  -t-  p  —  n  —  1  )  (  ni  -t-  p  —  n  —  2  ) 
mp  —  ■ — — — ■ — situate    sopra    una    curva 

Cp    d'  ordine   p  <  n ,    (pi  està    curva    ne    conterrà    altre 
{ni  -h  p  —  n  —  1  )  (m  -h  p  —  n  —  2  ) 

;  e    le  rimanenti  m(n  —  p)  saran- 
no   sopra    una    curva    d'ordine    n  —  p. 

Infatti:   fra    le    {n  —  m)  p    intersezioni  delle  curve  Cp,  d  non  comuni  a 

{n  —  m)  (n  —  m  -r-  3) 
Cu ,  se  ne    prendano    e  per  esse  si  descriva  una  curva 

C,,_m  d'  ordine  «  —  m.  Avremo  così  due  luoghi  d'ordine  n:  l'uno  è  C„  ,  l'altro 
è  Cu  -+-  €„_,„•  La  curva  Cp  contiene 

(  m  -H »  —  n  —  1  )  Ini-t-p  —  n  —  2  )       (  n  —  m  )  (  n  —  m  -+•  3  ) 

ni» 1 

'                                  2  2 

(p—  1  )  (p  — 2)    .  .     .     ,  , 

=■  np intersezioni    de   due    luoghi ,    dunque    (  43  ,  b  )    ne 

.      ,      ,.       (i>— M(p  — 2)        .^    (m-t-p  —  n  —  1)  («i-rp  — n  — 2) 

conterrà    altre    -' ;    cioè    ^ 

2  2  . 

,             ,          (  n  —  j?i  )  (  n  —  m  -4-  3  ) 
comuni  a  d ,  C„i,  e  (n  —  m)  p comuni  a  C„  ,  C„_t„; 

e   tutte  le   rimanenti  saranno  in   una   curva  d'  ordine  n  —  p. 

^,                                          ,       ,.              (m-!-p  — n— 1  )  ()n-t-p  — n  — 2  ) 
Dd  questo  teorema  segue  die  gii  nip  — 


punti    dati    comuni    alle    curve    C„ ,    Cm ,    Cp  individuano    altri 
(  m  -;-  p  —  n  —  1  )  (  m  -)-  p  —  »i  —  2  ) 

punti  comuni  alle  curve  medesime.  Tutti 

2  ' 

([uesii  punii  sono  pienamenle  delerminati  dalle  curve  f,,, ,  C,, ,  indipendentemente 

da   C„ ;  dunque  : 

Qualunque    curva    d'ordine    n    descritta    per 

(  »»  -4-  p  —  n  —  1  )  (  »«  -i-  p  —  n  —  2  )  .  .       . 

mp intersezioni    di    due  curve 

d'ordini  m ,  p  (  ni ,  p  non  maggiori  di  n  )  p  a  s  s  a  anche  per 
lutti    gli    altri    punti    comuni   a    queste    curve    (*). 

4.5.  1  teoremi  or  ora  dimostrali  sono  della  più  alta  importanza,  a  cagione 
del  loro  frequente  uso  nella  teoria  delle  curve.  Qui  mi  limiterò  ad  accennare 
qualche  esempio  interessante. 

(a)  Una  curva  d'ordine  n  sia  segala  da  una  trasversale  ne'  punii  a,  b ,  .  .  .  . 
e  da  una  seconda  trasversale  ne'  punti  a  ,b'  ,  .  .  .  Considerando  il  sistema  delle 
n  rette  ad  ,  bb' ,  .  .  .  come    un    luogo  d'  ordine  n,  le  rimanenti  intersezioni  di 


(*)  Cayley   fCambiidgr  Malliomatii-al  Journal,  voi.  Ili,   184.3,  p.  211). 
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esse  colla  curva  data  saranno  (43,  b)  in  una  curva  d'ordine  n  —  2.  Suppo- 
niamo ora  che  a,  è',  .  .  .  coincidano  rispeltivaniente  con  a^  6,  .  .  .;  avremo 
il  teorema  : 

Se  ne'  punti,  in  cui  una  curva  d  '  ordine  n  è  segata  da 
una  retta,  si  conducono  !e  tangenti  alla  curva,  esse  incon- 
trano la  curva  medesima  in  altri  n{  n  —  2  )  punti,  situati 
sopra    una    curva    d'  ordine    n  —  2   (*). 

(b)  Analogamente  si  dimostra  il  teorema  generale: 

Se  ne'  punti,  in  cui  una  curva  d'  ordine  n  è  segata  da 
un'  altra  curva  d'  ordine  n  ,  si  conducono  le  tangenti  alla 
prima  curva,  esse  la  segheranno  in  altri  nn'  (  n  —  2  )  punti, 
tutti    situati    in    una    curva    de  1 1'  o  rd  i  n  e  n' ("  —  2). 

Questo  teorema  è  un'  immediata  conseguenza  della  pinprielà  dimostrala  al 
principio  del  n.°  44,  purché  si  consideri  il  complesso  delle  nn  tangenti  come 
un  luogo  dell'  ordine  nn  ,  e  la  curva  d'ordine  n  ,  lipelula  due  volte^  come 
un  luogo  dell'  ordine  2n'. 

(e)  Una  curva  del  lerz' ordine  passi  pei  vertici  di  un  esagono  e  per  due 
de'  tre  punti  d'  incontro  delle  Ire  coppie  di  lati  opposti  :  dico  che  anche  il 
punto  comune  alla  terza  coppia  giace  nella  curva,  infatti:  il  primo ^  il  terzo 
ed  il  quinto  lato  dell'esagono  costituiscono  un  luogo  di  lerz' ordine  ;  mentre 
un  altro  luogo  del  medesimo  ordine  è  formato  dai  tre  lati  di  rango  pari.  Le 
nove  intersezioni  di  questi  due  luoghi  sono  i  sei  vertici  dell'  esagono  e  i  tre 
punti  di  concorso  de'  lati  opposti.  Ma  otto  di  questi  punti  giacciono  per  ipotesi 
nella  curva  data;   dunque   (41)  questa  conterrà  anche  il   nono  (**)  ;  e.  d.  d. 

Se  i  sei  vertici  sono  in  una  curva  di  second'  ordine  ^  le  altre  tre  inter- 
sezioni saranno  in  una  retta  (  43  ;,  b)  ;  si  ha  così  il  celebre  teorema   di  Pascal: 

1  lati  opposti  di  un  esagono  inscritto  in  una  curva  di  second'  ordine  si 
tagliano  in   tre  punti  situati  in   linea  retta. 

Dal  quale ^  pel  principio  di  dualità,  si  conclude  il   teorema  di   Bf.ianchoìs: 

Le  rette  congiungenti  i  vertici  opposti  di  un  esagono  -circoscritto  ad  una 
curva  di  seconda   classe  concorrono  in  uno  slesso  punto. 

(d)  Tornando  all'esagono  inscritto  in  una  curva  del  terz'  ordine ,  sia- 
no 123456  i  vertici  ed  a ,  b j,  e  i  punti  ove  s'  incontrano  le  coppie  di  lati 
opposti  [12,  45],  [23^  56],  [34,  61].  Se  i  punti  12  sono  infinilanieu- 
te  vicini  nella  curva  e  cosi  pure  45  ,  i  punti  1  ,  3  ,  4 ,  6  ;,  b  ,  e  saranno 
i  vertici  di  im  quadrilatero  completo  ed  a  sarà  1'  incontro  delle  tangenti  alia 
curva  ne' punii    1    e   4;  dunque: 

Se  un  (|uadiilatero  completo  è  inscritto  in  una  curva  del  terz' ordine  ,  le 
tangenti  in  due  vertici  opposti  s'  incontrano  sulla  curva  (***). 

Siano  adunque  abca'b'c'  i  vertici  di  un  quadrilatero  completo  inscritto  in 
una  curva  del  terz' ordine  :  abc  siano  in  linea  retta  ed  a'b'c'  i  vertici  rispetti- 
vamente   opposti.   F^e    tangenti    in    aa  ,  bh' ,  ce    incontreranno    la    curva    in   tre 


(*)  PoNcELET,  Analyse  des  transversaics ,  p.  387. 
(**)  PoNcELET,  Analyse  des  transversales ,  p.  t32. 
(***!  Maciaurin  ,  /.    e.   p.  237. 
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punti  a ,  [) ,  y.  Siccome  peiò ,  se  tre  punti  abc  di  una  curva  del  terz'  ordine 
sono  in  una  retta,  anche  i  loro  tangenziali  a^y  sono  in  un'altra  retta  ( 39,  b), 
così  abbiamo  il  teorema  : 

Se  un  quadrilatero  completo  è  i  n  s  e  i  i  1 1  o  in  una  cur- 
va del  terz'  ordine,  le  coppie  di  tangenti  ne'  vertici  op- 
posti concorrono  in  tre  punti  della  curva,  situati  in  li- 
nea   retta. 


Aur.  X.  Generazione  delle  linee  pinne. 

46.  Abbiamo  già  detto  altrove  (41)  chiamarsi  /'ascio  d'ordine  n  il  siste- 
ma delle  curve  d'ordine  n ,  in  numero  infinito,  che  passano  per  gli  stessi 
«-  punti:   cioè  un  fascio  è  una   forma    geometrica,  ogni    elemento    della   quale 

„      ,.                                    w  (n  -t-  3  )  ■     ,    . 

è    una    curva    d   ordme    n    passante    per 1    punti    dati,    epperò 

.   («-l)(n-2)  .   „    .       " 

anche  per  altri   punti  iissi. 

Ogni  curva  del  fascio  è  completamente  individuata  da  un  punto  preso  ad 
arbitrio  ^  pel  quale  essa  debba  passare.  Se  questo  punto  si  prende  in  una  ret- 
ta passante  per  un  pimto  delia  base  ed  infinitamente  vicino  a  questo  punto  ^ 
la  curva  sarà  individuata  dalla  sua  tangente  nel  punto  della  base.  Cioè,  se 
per  un  punto  della  base  del  fascio  si  conduce  una  retta  ad  arbitrio ^  vi  è  una 
curva  del  fascio  (  ed  una  sola  )  che  tocca  (]uclla  retta  in  quel  punto.  Od  an- 
che: se  consideriamo  la  stella  foiinala  da  tutte  le  rette  passanti  pel  punto-ba- 
se,  e  assumiamo  come  corrispondenti  una  curva  qualunque  del  fascio  ed  il 
raggio  della  stella  che  tocca  la  curva  nel  punto-base  ^  potremo  dire  che  ad 
ogni  curva  del  fascio  corrisponde  un  raggio  della  stella,,  e  reciprocamente  ad 
ogni  raggio  della  stella  corrisponde  una  curva  del  fascio  :  cioè  la  stella  ed  il 
fascio  di  curve  sono  due  forme  geometriche  projettive. 

Considerando  due  punli-base  e  le  stelle  di  cui  essi  sono  i  centri,  e  ri- 
guardando come  corrispondenti  il  raggio  dell'  una  ed  il  raggio  dell'  altra  stel- 
la ,  che  toccano  una  stessa  curva  del  fascio  ne'  punti-base  ^  è  manifesto  che  le 
due  stelle  sono  projettive.  Dunque  le  stelle ,  i  cui  centri  sono  gli  n-  punti-ba- 
se, sono  tutte  projettive  fra  loro  ed  al  fascio  di  curve. 

Ciò  premesso ,  per  rapporto  anarmonico  di  quattro  curve  d''  un  fascio 
intenderemo  il  rapporto  anarmonico  de'  quattro  corrispondenti  raggi  di  una 
stella  projettiva  al  fascio. 

47.  Se  due  punti-base  sono  inlinitamente  vicini,  cioè  se  le  curve  del 
fascio  si  toccano  fra  loro  in  un  punto  a  e  sia  A  la  tangente  comune ,  tutte 
(juelle  curve  avranno  in  a  due  punti  consecutivi  comuni  colla  retta  A.  Quindi , 
fra  le  curve  medesime^  se  ne  potrà  delerminare  una  che  passi  per  un  terzo  piui- 
to  successivo  di  .1  ^  cioè  che  abbia  in  a  un  conlallo  tripimto  con  .1.  E  condotta  per 
a  una  retta  /»  ad  arbitrio^  si  potrà  anche  determinare  una  curva  del  fascio 
che  passi  pel  piuito  di  B  successivo  ad  a;  la  (piai  curva  avrà  per  conseguen- 
za due  punti  cdincideiili  in  u^  in  comune  con  ([ualiunpie  altra  retta  passante 
per  a  (31).  Dumpie  :  fra    tutte  le  curve  di    un  fascio,  che  si  tocchino  in  un 
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punto  a_,  ve  n'  lia  una  per  la  quale  a  è  un   flesso  e  ve  n'  ha  un''  allia  per   la 
quale  a  è  un  punto  doppio. 

48.  Può  accadere  che  un  punto-base  a  sia  un  punto  doppio  per  tutte  le 
curve  del  fascio:  nel  qnal  caso,  quel  punto  equivale  a  quattro  intersezioni  di 
due  qnalun([ue  delle  curve  del  fascio  (  3"2  ) ,  epperò  i  rimanenti  punti-base 
saranno  n-  —  4.  Allora  è  manifesto  che  le  coppie  di  tangenti  alle  singole  cur- 
ve nel  loro  punto  doppio  comune  formano  un'  involuzione  quadratica  :  (piesta 
ha  due  raggi  doppi,  epperò  vi  sono  due  curve  nel  fascio^  per  le  quali  a  è 
una  cuspide. 

Se  tutte  le  curve  del  fascio  hanno,  nel  punto  doppio  a,  una  tangente 
comune _,  qualunque  retta  condotta  per  a  e  considerala  come  seconda  tangente 
determina  una  curva  del  fascio.  Din)([ue,  in  questo  caso  ^  vi  sarà  una  sola 
curva  per  la  quale  a  sia  una  cuspide. 

Se  tutte  le  curve  del  fascio  hanno ^  nel  punto  doppio  a,  entrambe  le 
tangenti  A,  A'  comuni _,  potremo  determinare  una  di  quelle  curve  per  modo 
che  una  retta  passante  per  a  e  diversa  da  A,  A',  abbia  ivi  colla  curva  tre 
punti  comuni.  Dunque  (31  )j  nel  caso  che  si  considera,  vi  è  una  curva  nel 
fascio ,  per  la  quale  a  è  un  punto  triplo.  Ciò  vale  anche  quando  le  rette  ,4  , 
A'  coincidano^  cioè  tutte  le  curve  del  fascio  abbiano  in  a  una  cuspide  ,  colla 
tangente  comune. 

Analogamente:  se  a  è  un  punto  (r)'''"  per  tutte  le  curve  del  fascio,  e 
se  questi  hanno  ivi  le  r  tangenti  comuni,  v'ha  una  curva  del  fascio^  per  la 
quale  a  è  un  punto  multiplo  secondo  r -f-  1. 

49.  Se  le  curve  d'ordine  n^  di  un  dato  fascio,  sono  segate  da  una 
trasversale  arbitraria,  le  intersezioni  di  questa  con  ciascuna  curva  formano  un 
gruppo  di  n  punti 3  e  gli  infiniti  gruppi  analoghi,  determinali  dalle  infinite 
curve  del  fascio,  costituiscono  un'involuzione  di  grado  n.  Infatti,  per  un  pun- 
to qualunque  i  della  trasversale  passa  ìina  sola  curva  del  fascio,  la  quale  incontra 
la  trasversale  medesima  negli  altri  n  —  1  punii  del  gruppo  a  cui  appartiene 
i.  Ciascun  gruppo  è  dunque  determinato  da  uno  qualunque  de' suoi  punti:  ciò 
che  costituisce  precisamente  il  carattere  dell'involuzione  (21). 

L'  involuzione  di  cui  si  tratta  ha  2{n  —  1  )  punti   doppi  (22);  dunque: 

Fra  le  curve  d'  oidine  n ,  d'  un  fascio,  ve  ne  sono 
2(n—  1)  che    toccano    una    retta    data. 

E  evidente  che  un  fascio  d'  ordine  n  e  l'  involuzione  di  grado  n,  eh'  esso 
determina  sopra  una  data  retta  ^  sono  due  forme  geometriche  proiettive:  cioè 
il  rapporto  anarnionico  di  quattro  curve  del  fascio  ed  il  rapporto  anarnionico 
de' (jtiatiro  gruppi  di  punti,  in  cui  esse  segano  la  retta  data,  sono  eguali. 

Due  fasci  di  curve  si  diranno  projettivi  quando  siano  rispettivamente 
projettivi  a  due  stelle  projeltive  fra  loro;  ossia  quando  le  curve  de' due  fasci 
si  corrispondano  fra  loro  ad  una  ad  ima.  Evidentemente  i  rapporti  anarmonici 
di  quattro  curve  dell'  un  fascio  e  delle  quattro  corrispondenti  curve  dell'  altro 
sono  eguali.  E  le  involuzioni ,  che  due  fasci  projettivi  determinano  su  di  una 
stessa   trasversale  0  su   di  due  trasversali  dislinle^  sono  projettive. 

50.  Siano  dati  due  fasci  projettivi,  l'uno  d'ordine  n,  l'altro  d'ordine 
u' ;  di  qual  ordine  è  il  luogo  delle  intersezioni  di  due  curve  corrispondenti? 
Con  una  trasversale  arbitraria  sego  entrambi  i  fasci:  ottengo  cosi  due  involu- 
zioni   projettive,  1' una    di    grado    n,    l'altra  di  grado  n'.  Queste    involuzioni 
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lianDO  n -h  ti'  punii  comuni  (24,  b);  cioè,  nella  trasveiiaie  vi  sono  n -i- n 
punii,  per  ciascuno  de' quali  passano  due  cnrve  corrispondenti  de' due  fasci, 
epperò  n  -r-  n  punti  del  luogo  richiesto.  Questo  luogo  è  dunque  una  curva 
C+),'  d'  ordine  n -i- n  (*).  Essa  passa  per  tutt' i  punti-base  de' due  fasci, 
poiché  uno  qualunque  di  questi  punti  giace  su  tutte  le  curve  di  un  fascio  e 
sopra   una   curva   dell'  altro   (**). 

(  a  )  La  curva  risultante  dell'ordine  n -h  n  può  talvolta  decomporsi  in 
linee  d'  ordine  inferiore.  Ciò  avviene ,  per  esempio ,  quando  le  curve  corrispon- 
denti de'  due  fasci  dati  si  incontrano  costantemente  sopra  una  curva  d'  ordine 
r<:.n-ì-n'.  Allora  gli  altri  punti  d'intersezione  sono  situali  in  una  seconda 
curva  dell' ordine  n -^  «'  —  r^,  che  insieme  colla  precedente  costituisce  il  luogo 
completo  d'  ordine  n  -H  n'  ,  generalo  dai  due  fasci. 

(b)  Questa  decomposizione  avviene  anche  quando  i  due  fasci  projettivi, 
supposti  dello  stesso  ordine  n ,  abbiano  una  curva  comune  e  questa  corrisponda 
a  sé  medesima.  Allora  ogni  punto  di  questa  curva  può  risguardarsi  come  co- 
mune a  due  curve  corrispondenti;  cpiindi  il  luogo  delie  intersezioni  delle  cnrve 
corrispondenti  ne' duo  fasci  sarà,  in  questo  caso,  una  curva  dell'ordine  n. 

A  questa  proprietà  si  può  dare  anche  il  seguente  enunciato,  nel  quale  tutte 
le  curve  nominale  s'intendano  dell'ordine  n: 

Se  una  curva  H  passa  pei  punti  comuni  a  due  curve  U ,  Ve  pei  punti 
comuni  a  due  altre  curve  U' ,  V'  ,  anche  i  punti  comuni  alle  curve  U,  lì', 
insieme  coi  punti  comuni  alle    V,   V',  giaceranno  lutti  in  una  stessa  curva  E. 

51.  Segando^  come  dianzi,  i  due  fasci  dati  con  una  trasversale  fi^  si 
ottengono  due  involuzioni  projeltive,  e  gli  n  ■+■  n  punti  comuni  ad  esse  sono 
le  intersezioni  di  lì  colla  curva  €„+„'  generala  dalle  intersezioni  delle  curve 
corrispondenti  ne'  due  fasci.  Supponiamo  ora  che  nella  retta  R  vi  sia  un  tal 
punto  0,  ne!  quale  coincidano  r  intersezioni  di  tutte  le  curve  del  primo  fascio 
ed  r'  intersezioni  di  tutte  quelle  del  secondo  con  R:  ma  una  certa  curva  C„ 
del  primo  fascio  abbia  r -t- s  punti  comuni  con  R  riuniti  in  o,  e  questo  punto 
rappresenti  anche  r'  -¥- s  intersezioni  di  R  colla  curva  d'  del  secondo  fascio, 
corrispondente  a  C„ .  In  virtù  di  proposizioni  già  esposte  (24,  e,  d),  in  o 
coincideranno  r  -+•  r'  -ì-  s  od  r  -t-  r'  -i-  .s'  (  secondo  che  s  <  s'  od  s  >  s'  )  punti 
comuni  alla  retta  R  ed  alla  curva  €„+„'■ 

Questo  teorema  generale  dà  luogo  a  numerosi  corollari;  qui  ci  limitiamo 
ad  esporre  quelli,  di  cui  avremo  bisogno  in  seguito. 

(a)  Sia  0  un  punto-base  del  primo  fascio  ;  C,,'  la  curva  del  secondo ,  che 
passa  per  o;  C„  la  corrispondente  curva  del  primo  fascio,  ed  R  \a  tangente  a 
C„  in  o.  Applicando  a  questa  rolla  il  teorema  generalo,  col  porre  r=l, 
r  =  0  _,  .s  :=  t ,  s'  ^  1  ,  troviamo    che  essa  è  anche  la  tangente  a  Ci,+„'   in  o. 

(b)  Le  curve  del  primo  fascio  passino  por  o  ed  ivi  abbiano  una  tangente 
lomune;  allora  fra  esse  ve  n'ha  una  C„  ,  che  ha  un   punto  doppio  in  o  (47). 


*i  Por  questo  melodo  iJi  (Iclorriiiiinie  l'orilino  di  un  luogo  geometrico  vcggasi  :  Poncklct  ,  ^«a/tf4(? 
)lcs  Iransversales ,  p.  20. 

(**i  Chaslks,  Conslruction  de  la  courbe  ilti  3.  ordre  de.  (Comptes  rcndiis ,  30  mal  1853).  — 
$ur  (et  courbcs   du  4.  et  du  3.  ordre  ctc.     Comptri  icndns,  IG  aoiit  1853  <. 

JoNQuiKHES  ,  Essai  sur  la  generation  des  courbcs  eie.  Paris  1858,  p.  0. 


Se  la  conispondente  curva  C,,'  del  secondo  fascio  passa  per  o,  il  leoieraa  ge- 
nerale applicato  ad  una  retta  qualunque  condotta  per  o  (r  =:  1  ,  r'  z=  0,  s  ^  1  , 
s' =  1  )  mostra  ch'essa  incontra  C,,+„'  in  due  punti  riuniti  in  05  cioè  questo 
punto  è  doppio  per  C„+n'- 

(e)  Nella  ipotesi  (b),  se  d'  ha  in  0  un  piinlo  multiplo  e  si  applica  il 
teorema  generale  ad  una  delle  due  tangenti  in  0  a  C,,  (  >"  =  1  5  '"  =^  0  ,  s  =  2  , 
s'  >  1  ) ,  troviamo  che  questa  retta  lia  tre  punti  comuni  con  €„+„' ,  riuniti  in 
0;  dunque  questa  curva  ha  in  comune  con  Cu  non  solo  il  punto  doppio  0  ,  ma 
anche  le  lelative  tangenti. 

(d)  Fatta  ancora  l'ipotesi  (b),  se  /ì ,  tangente  comune  alle  curve  del 
primo  fascio  in  0,  è  anche  una  delle  tangenti  ai  due  rami  di  C„  fr  :=  2, 
r'r=0,  s=:1,  s'=1),  essa  sarà  tangente  ad  uno  de'  due  rami  di  Ch+h'- 

(e)  E  se,  oltre  a  ciò,  la  seconda  tangente  di  C„  in  0  tocca  ivi  anche 
Ci',  applicando  a  questa  retta  il  teorema  generale  (r  =  1  ,  r' =  0 ,  s  =  2 , 
s':=2),  troviamo  ch'essa  è  la  tangente  del  secondo  ramo  di  0,+,,'.  Donde 
segue  che,  se  d  ha  in  0  le  due  tangenti  coincidenti  colla  retta  fi,  tangente 
comune  alle  curve  dei  primo  fascio ,  e  se  questa  retta  tocca  nel  medesimo 
punto  anche  C„' ,  la  curva  f„+n'  avrà  in  0  una  cuspide  colla  tangente  R. 

(f)  Due  curve  corrispondenti  r„ ,  G'  passino  uno  stesso  numero  i  di 
volte  per  un  punto  0.  Se  fi  è  una  retta  condotta  ad  arbitrio  per  0^  si  ricava 
dal  teorema  generale  (r^r'^0,  s  =  s'=«)  che  in  0  coincidono  i  interse- 
zioni   di    Cn+n'    con    fi,  cioè    0   è    un  punto    multiplo  secondo  i  per  la  curva 

(g)  Se  Cn  passa  i  volte  e  C,,'  "n  maggior  numero  i  di  volte  per  0, 
questo  punto  è  ancora  multiplo  secondo  i  per  0,+,/.  Inoltre,  se  si  considera 
una  delle  tangenti  di  C,,  in  0,  il  teorema  generale  (r=:r'  =  0,  s=:t-i-l, 
s'>/)  dà  i -f- 1  intersezioni  di  questa  retta  con  G^,,,'  riunite  in  0.  Dunque 
le  tangenti  agli  i  rami  di   C,   toccano  anche  gli  i  rami  di   r„+„'. 

Nello  stesso  modo  si  potrebbe  dimostrare  anche  quanto  è  esposto  nel 
n°  seguente. 

52.  Supponiamo  ora  che  le  basi  de'  due  fasci  abbiano  un  punto  comune 
a,  il  quale  sia  multiplo  secondo  r  per  le  curve  del  primo  fascio  e  multiplo 
secondo  r'  per  le  curve  del  secondo.  Ogni  curva  del  primo  fascio  ha  in  a  un 
gruppo  di  r  tangenti:  gli  analoghi  gruppi  corrispondenti  alle  varie  curve  del 
fascio  medesimo  formano  un'  involuzione  di  grado  r.  Similmente  avremo  un'  in- 
voluzione di  grado  r  formata  dalle  tangenti  in  a  alle  curve  del  secondo  fascio. 
Le  due  involuzioni  hanno  r  -y  r'  raggi  comuni  (  24  ,  b  ) ,  ciascuno  de'  quali , 
toccando  in  a  due  curve  corrispondenti  de' due  fasci,  tocca  ivi  anche  la  curva 
Cn+„'.  Laonde  questa  curva  ha  r -i- r  rami  passanti  per  a,  e  le  tangenti  a 
questi  rami  sono  i  raggi  comuni  alle  due  involuzioni. 

(a)  Da  ciò  segue  che,  se  tutte  le  curve  d'uno  stesso  fascio  hanno  alcuna 
tangente  comune  in  a,  questa  è  anche  una  tangente  di  0,+,,'.  Supposto  che 
tutte  le  r  tangenti  in  a  siano  comuni  alle  curve  del  primo  fascio,  epperò  siano 
tangenti  anche  alla  curva  d'  ordine  n  -^  n  ,  le  rimanenti  r  tangenti  di  questa 
sono  evidentemente  le  }•'  tangenti  di  quella  curva  d'  del  secondo  fascio ,  che 
corrisponde  alla  curva  C„  del  primo  fascio ,  dotata  di  un  punto  multiplo  se- 
condo r  -t-  1   in  a  (  48  ). 

53.  L'  importante  teorema  (  50  )  conduce  naturalmente  a  porre  questa 
quislione  : 


u 

Dati  fnianli  punti  sono  necessari  per  determinare  una  curva  ileiP  ordine 
n-T-Jì',  formare  due  fasci  projellivi,  P  uno  dell'ordine  n,  l'altro  dell'ordine 
n,  i  quali,  colle  mutue  intersezioni  delle  curve  corrispondenti,  generino  la 
curva  richiesta. 

Ove  questo  problema  sia  risoluto ,  ne  conseguirà  immediatamente  che 
ogni  curva  data  d'ordine  n-t-«'  può  essere  generata  dalle 
ni  u  l  u  e  intersezioni  delle  curve  corrispondenti  di  due  fasci 
proiettivi    degli    ordini    n    ed    n. 

La  soluzione  di  quel  problema  fondamentale  dipende  da  alcuni  teoremi  do- 
vuti ai  signori  Chasles  e  Jonqi:ières,  che  ora  ci  proponiamo  di  esporre.  1  quali 
teoremi  però  risguardano  soltanto  le  curve  d'  ordine  n  -ì-  n'  >  2 ,  poiché  ,  per 
quelle  del  second'  ordine ,  basta  la  proposizione  dimostrata  al  n.°  50  ,  come  si 
vedrà   fra  poco  (59).   Ci  sia  dimque  lecito  supporre  n -^- n'  non  minore  di  3. 

54.  Sopra  una  curva  C„+,/  d'  ordine  »»  -+-  ti  si  suppongano  presi  n^  punti 
formanti  la  ba^e  d'un  fascio  d'ordine  n,  e  ritengasi  in  primo  luogo  re  >  n'. 
Siano  r„,  f'„  due  curve  di  questo  fascio.  Siccome  delle  n{n-i-n')  interse- 
zioni delle  curve  C,,^,,' ,  C,i  ve  ne  sono  n'^  situate  in  C „  ,  cosi  (44)  le  altre 
nn'  saranno  sopra  una  curva  C,,'  d'  ordine  n  ,  la  quale  è  determinata  ,  perchè  , 

1                .       -,          —     m'  -+-  3              ,           —  ìi  (n  -h3)    .^.      ,     , 
essendo  re  >  re  ,  si  ha  n  ^  ,  eppero  nn    e;  (  ).    Analoga- 
mente: siccome  delle  re(re-4-re')  intersezioni  di  r,i+„' ,   C „  ve  ne  sono  re"  sopra 
C„ ,  così  le  altre  rere'  saranno  in  una  curva   C'„'  d'ordine  re'. 

!  due  luoghi  d'  ordine  re  -f-  n' ,  d  ■+■  C „'  e  C"„  -f-  C,,'  si  segano  in  (  re-i-re'  Y^ 

punti,  de' (piali  re- -h  2rere' =:  re  (n -i- 2re' )  sono    situati    in   C„,^n'-  Quindi,  sic- 

_  (  re  -!-  re'  )  (  re  -!-  re'  -H  3  ) 
come  re(«-H2n  )  ^    ^^ 1    (**) ,  così  (41)    anche    le 

altre  n'-  intersezioni  di  que'  due  luoghi,  ossia  gli  n"-  punti  comuni  a  C,,',  €' n  , 
giacciono  in  Cn+n'  e  formano  la  base  d'  un  fascio  d'  ordine  re'.  Cosi  abbiamo 
sopra  €„+„'  due  sistemi  di  punti  :  1'  uno  di  re-  punti ,  base  d'  un  fascio  d'  or- 
dine re;  l'altro  di  re"-  punti,  base  d'un  secondo  fascio  d'ordine  re'.  Ogni 
i;urva  Cu  del  primo  fascio  sega  Cn+n'  '>i  a''''  nn'  punti,  che  determinano  una 
curva  C'n'  del  secondo  fascio  ;  e  viceversa ,  questa  curva  determina  la  prima. 
Dunque  i  due  fasci  sono  projetlivi  e  le  intersezioni  delle  curve  corrispondenti 
C„,  Cu'   sono  tutte  situate  sopra   C,,^.,,' . 


n  > 


re'  -H  3 
(*)   Per    re  =  2,  re' =  1  ,  si  ha  re=  ;    in    ogni    altro    caso    è 

-3 


(  re  -t-  n'  I  in  -¥■  re'  ■+■  3  1 
(**)  Se  re  =:  2  ,  re'  =  1 ,  si  ha  re  (  re  ■+-  2re'  )  = — 1. 

_                                   ,         (  re  -t-  n'  )  -  -f-  re  (  re  -4-  re'  )  -(-  n'  (  re  —  re'  ) 
Per  re  ^  3  si  ha  n(re  -H  2re  )  = 

(  re  -+-  re'  j"-'  -f-  3  (  re  -+-  re'  )  —  2 
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(a)   In  secondo  luogo,  si   supponga  n  —  n'.  Ogni  curva  C„,  condotta  per 

gli  n^  punti  di  C„+n',  sega    questa  curva  in    altri  nn'   punti,  i  quali,  in  que- 
sto caso,  non  sono  indipendenti  fra  loro  ^perchè  ogni   curva  d'ordine  n'   con- 
,                     ,       (  n  —  1  )  (  n  —  2  ) 
dotta  per  nn di  questi    punti    passa    anche  per  tulli  gli 

altri    (41,    42).    Dunque,    assumendo    ad    arbitrio    altri 


3 


—  \nn  — 


(  »  —  1  )  (  n  —  2  )  )  _  (  n'  —  n  -t-  I 


n 


-^  j  - ^ Pxnti , 

»'(n'-^3)  -t-  (n  — 1)  (n  — 2) 
unti  questi  -— p„nii    giaceranno    in    una  curva   C,,' 

d'  ordine  n'.  Quei  punti  addizionali  siano  presi  sulla  curva  data   C,,^,,'. 

Analogamente:  un'  altra  curva  C'„  del  fascio  d'  ordine  n  ,  sega  C„+„'  in  nn 
punti  (oltre  gli  n-  punti-base)  e  questi  insieme  agli  ("  —n-hì){n  — n-t-2) 
punti  addizionali  suddetti  determineranno  una  curva  T',/  d'  ordine  n'. 

1  due    luoghi   d'  ordine  n  -h  n,  C,  -h  C „'  e  €'„  ■+■  O  hanno  in  comune 

In^n'r^    punti,    de'  quali    n'^-n  2nn' +  '  "' ~^^  "^  ^j^'"' "  "^"  '    sono    in 

/-  \i  ,  .  ,        {n-hn  )  in-i-n'  -i-3) 

tn+n-  Ma  questo  numero  e  eguale  a  ^^ — :  —  1  -:-  (n  —  1)  (n  —  2  ) 

.   =  {n-7-n  )  {n  -^  n  -i-  3  ) 
eppero  >    _ ,.    (|„nq„e    (4,  ^^    ,g    ,,-^^^^^^^- 

in'  —  n-i-l){n'  —  n-i-2) 
"  '  "~  ■ 5 intersezioni  di  f,/,  C' „'  sono  anch'esse  in  C„+„-, 

ed  insieme  ai  punti  addizionali  costituiscono  la  base  d'  un  fascio  d'  ordine  n\ 
Così ,  anche  in  questo  caso ,  abbiamo  in  €„+„•  due  sistemi  di  punti ,  costituen- 
ti le  basi  di  due  fasci,  degli  ordini  n,  n.  I  due  fasci  sono  projettivi  per- 
chè ogni  curva  dell'  uno  determina  una  curva  dell'  altro  e  reciprocamente 
Inoltre  le  curve  corrispondenti  si  segano  costantemente  in  punti  appartenenti 
alla  data  C„.^„'   (*). 

(  b  )  Questo  teorema  mostra  in  qual  modo ,  data  una  curva  d'  ordine 
n-t-n'  ed  m  essa  i  punti-ba'^e  d'un  fascio  d'ordine  n,  si  possano  determi- 
nare 1  punti-base  d'  un  secondo  fascio  d'  ordine  n,  projettivo  al  primo ,  tal- 
mente che  1  due  fasci,  colle  intersezioni  delle  curve  corrispondenti,  generino 
la  curva  data.  Rimane  a  scoprire  come  si  determinino,  sopra  una  curva  data 
d'  ordine  n  -+-  n,  gli  n^  punti-base  d'  un  fascio  di  curve  d'  ordine  n. 

55.  In  primo  luogo  osserviamo  che  dal  teorema  di  Cayley  (  44  )  si  ricava  : 
Se  una   curva   d'  ordine   n  -+-  n'  contiene  n-  —  ("  — >^' —  M  (>?  — n' —  2  ) 


;.c    (*'CuASLEs,  Ce  «a;  tteorémes  gcnéraux  sur  les  courbes  et  les  surfaces  qéomélrigues  de  tous 
/«  ordrM  {  Comptcs  rendus,  28  ilpremhrp   1857).  '  »  y  e    u»> 
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intersezioni    di    due    curve    lì"  ordine    n,    essa    contiene    anche    tutte    le    altre. 

Ossia  : 

„       (  n  —  n'  —  l  )  (  n  —  n'  —  2  ) 
Quando  n' punti-base  d'  un  fascio  d'  ordine 

ti  giacciono  in  una  curva  d'ordine  n -4- n' ^  questa  contiene  anche  tutti  gli  altri. 

Il  qual  teorema  suppone  manifestamente  n  —  n'  —  2  >  0  ossia  n  >  n  -h  2. 

Sia  dunque  n  >  n'  -i-  2  e  supponiamo  che  sopra  una  data  curva  d'  ordine  n  -+■  n' 

si  vogliano  prendere  n'-  punti  costituenti  la  base  d'un  fascio  d' ordine  n.  AITm- 

chè    la    curva    data    contenga  gli   n'-    punti-base ,  basta    che    ne    contenga 

.,      (n— n— t)  (n— n'  — 2)  ,-  <■         ,  ,■  ■     • 

n- ,  cioè  devono  essere  sodislatte  altrettante  condizioni. 

2 

Ora,  astraendo  dalla  curva    data,  gli  n'-  punti-base    sono    determinati  da 

n(n-h  3)  . 
1   ira  essi ,  e  siccome  per  determinare  un    punto    sono    necessarie 

due  condizioni ,  così  per  determinare    tutta    la    base  del  fascio  abbisognerebbe- 
ro ìi{n-+-3)  —  2   condizioni.  Ma  volendo  soltanto  che  i   punti-base    siano    nel- 

1  ,  .  1  j         1-  f         1        i       {n  —  n'  —  ì  )(n-n'-2) 

la  curva   data ,  non  si  hanno  da  sodisfare  che  ir 

2 

,.  •     •         •    1-     •                                                   )       ("  —  **  — M(w  —  n — 2) 
condizioni;  quindi  rimarranno    n{n-i-3)  —  2  —  »"- H 

(n  — n')"- -t- 3  (n-hn)  —  2  ,..,.,  •-    „    ,  -, 

=: condizioni  libere,  cioè  d   altrettanti  elementi  si 

2 

può  disporre  ad  arbitrio.  Siccome  mi  punto  che  debba  giacere  sopra  una    data 

curva  è  determinalo  da  una  sola    condizione ,  così   potremo   prendere ,  ad  arbi- 

,        (n-n')2-f-3  (n-i-n')-2  .  ,  ,     , 

trio,  nella  curva  data ■ punti,  per  lormare  la  base 

del  fascio  d'  ordine  n. 

Neir  altro  caso  poi ,  in  cui  sia  n  "^  n'  -4-  2  ,    perchè    gli    n-    punti-base 

siano  nella  curva  data ,  occorrono  li^  condizioni  ;  (juiudi ,  ragionando  come 
dianzi,  rimarranno  n  (n-i- 3  )  —  2  —  n- =  3n  —  2  condizioni  libere.  Dun(|ue  : 
Quando  in  una  curva  data  d'ordine  «-)-«'  si  voglio- 
no determinare  n^  punti  costituenti  la  base  d'un  fascio 
d'  ordine    n ,    si    possono    prendere    ad    arbitrio    nella    curva 

(n  —  n'Y-^3  (»n-n')  —  2  ,         ,         ■ 

-ovvero  3n  —  2   i)  u  n  1 1 ,  secondo    che  sia 

2  '  ' 

n  >  n'  -<-  2  ,    ovvero    n  3  >i'  -!-  2   (*) . 

Dai  due  teoremi  ora  dimostrati  (54,55)   risulta    che    una   curva  (lualiin- 


I*)  CiiASLES,  Determinai ion   ilti    nnmbre  de   pniiils  f/u'  oji   peni   fireiidre   rie.  (  Cnmptcs   reii- 
iliis,  21  septembrc  1857    . 


47 

qiie  d'  ordine  m ,  può  essere  generata ,  in  infinite  maniere  diverse ,  mediante 
due  fasci  projeltivi,  i  cui  ordini  n,  n    diano  una  somma  n^n  '=-m. 

56.  Trovalo  così  il  numero  de'  punti  che  si  possono  prendere  ad  arbitrio 
sopra  una  data  curva  d'  ordine  m ,  per  costituire  la  base  d'  un  fascio  d'  or- 
dine n  <?n,  rimane  determinato  anche  il  numero  de'  punti  che  non  sono  ar- 
bitrari, ma  che  è  d'uopo  individuare,  per  rendere  complete  le  basi  de' due 
fasci  generatori.  Ed  invero:  se  il  numero  m  è  diviso  in  due  parti  n ,  n' ,  que- 
ste 0  saranno  disuguali ,  o  uguali.  Siano  dapprima  disuguali ,  ed  n  la  maggiore. 

(  n  —  n' )  - -(- 3  (  n -+- n' )  —  2 

Se  n>n'-i- 2,  il  numero  de' punti  arbitrari  è  ■ . 

Ma  le  basi  de'  due    fasci  sono  rispettivamente  determinate    da    —  1 

n'  (tt'  -<-  3  )  . 

e  da 1    punii;    dunque    il    numero    de    punti    incogniti    è 

n  (  n  -f-  3  )  -t-  n'  (  n'  -i-  3  )  (  n  —  n  )-  -~  "ò  (  n  -i-  «'  )  —  2 

2 =  nn  —  1 . 

2  2 

Se    n  =  n  -{-  2  ,    ovvero    »i  =  »'  -h  1  ,    il    numero    de'  punti    arbitrari     è 

3h  —  2 ,    quindi    i    punti    incogniti    saranno 

n  (  n  -H  3  )  +  ni  n'  -H  3  ) 

— '  -  2  -     3n  -  2  )  rr  nn  -  1. 

2 

Quando  n  ed  ìi  siano  uguali,  il  numero  de'  punti  arbitrari,  che  si  pos- 
sono prendere  nel  formare  la  base  del  primo  fascio ,  è  3n  —  2  ;  ma ,  determi- 
nata questa  base,  si  può  ancora  prendere  un  punto  (addizionale)  ad  arbitrio 
nel  formare    la    base    del    secondo    fascio:   come  risulta  dal  n.°  54,  nel   quale 

.,  ,  ,  , ,.  .       ,.       ,  .       .     {  n'  —  >n-  1  )  (  n'  —  n  -!-  2  ) 

il    numero    de    punti    addizionali    arbitrari per 

n=-  n     diviene    appunto    =   1  .    Dunque    il    numero    de'  punti    incogniti    è 

»i  (  M  -H  3  )  -i-  n  (  n'  -i-  3  I 

2  -  (  3>i  -  2  )  -  1  =  nn  -  1. 

Allo    stesso    risultato    si    arriva    anche  partendo  da  quello  de'  due  numeri 

n,  n' ,  che  si  suppone    minore.  Sia    n<n'.  Allora,  nel    formare    la    base  del 

fascio    d'  ordine    n    si    ponno    prendere    3»  —  2   punti    arbitrari  ;  fissata  questa 

.                                               (  „'  _  „  _;.  1  )  (  n'  -  n  -f-  2  )  .      ,  .       . 

base,  SI  possono    ancora    prendere punti  arbitrari 

nella  base  del  secondo  fascio;  quindi  i  punti  incogniti  nelle  due  basi  sono  in  nu- 

n  (  »i  -i-  3  )  ■+-  n'  (  n'  H-  3  )  ,  {n  —  n -h  l  )  {n  —  n -^  2) 

mero  — — —  2  —  (  3n  —  2  )  — 

2  2 

=  nn'  —  1. 

Concludiamo  adunque  che,  nel  formare  le  basi  de'  due  fasci 
d  '  ordini  n  ,  n' ,  generatori  d  '  una  curva  d  '  ordine  n  -h-  n' , 
v'ha  sempre  un  numero  nn  —  1  di  punti  che  non  sono  ar- 
l)itrari,  ma  che  bisogna  determinare  mediante  gli  elementi 
che    individuano    la    curva. 


i8 

,    .   {n  -\-  n'  )  (n  -i-  n  -r-  3)  .         .  ,.     .         ,   „ 

57.  Siano  dal)  punii,  pei  quali  si  vuol  tar  pas- 
sare una  curva  d'  ordine  n  -t-  n  :  cioè  si  vogliano  determinare  due  fasci  d'  or- 
dini il  j,  lì! ,  projetlivi,  in  modo  che  il  luogo  delle  intersezioni  delle  curve  cor- 
rispondenti sia  la  curva  d'  ordine  n  -f'  n'  determinata  dai  punti  dati. 

..«(«-:-  3)  -+-«■(»'  -^  3)  .      .      .    ,.  .  , 

Siccome  Ira  gli- — — -  —  2   punti,  che  individuano  le 

basi  de' due  fasci,  ve  ne  sono  nn   —  1    che  non  si   ponno  prendere  ad  arbitrio, 

così    non    si    potranno  far  entrare  nelle  due  basi  che 

n  (  n  -t-  3  )  H-  n'  (  n'  H-  3  )  .    '  .         ,  .      ,      , .    .     .      .    ,    . 
2  —  [nn  —  1  )  punti,  scelti  ad  arbitrio  tra  i  dati. 

Di  questi  rimangono  così  2nn'  -+■  1  liberi.  Alhnchè  la  curva  richiesta  passi  an- 
che per  essi ,  le  curve  del  primo  fascio  condotte  rispellivanienle  per  quei  2nn'  ->.-  1 
punti  dovranno  corrispondere  projettivamente  alle  curve  del  secondo  fascio  con- 
dotte per  gli  stessi  punti.  E  siccome  nello  stabilire  la  projellività  di  due  for- 
me si  possono  assumere  ad  arbitrio  tre  coppie  di  elementi  corrispondenti  (  8  ) , 
dopo  di  che,  ad  ogni  quarto  elemento  della  prima  forma  corrisponde  un  quar- 
to elemento  della  seconda,  determinato  dall'eguaglianza  de' rappoi'ti  anarmoni- 
ci:  così  la  corrispondenza  projettiva  di  quelle  2n»' -i-  1  coppie  di  curve  som- 
ministrerà (2nn'  -*-  t  )  —  3  =:  2  (  nn'  —  1  )  condizioni:  il  qual  numero  è  appun- 
to necessario  e  sufficiente  per  determinare  gli  nn  —  1    pimti  incogniti  (*). 

58.  Il  problema  suenuuciato  (53)  ammette  differenti  soluzioni,  non  solo 
a  cagione  delia  molteplice  divisibilità  del  numero  esprimente  l'ordine  della  curva 
domandala  in  due  parti  ti,  n' ,  ma  anche  pei  diversi  modi  con  cui  si  potranno 
distribuire  fra  le  basi  de'  due  fasci  generatori  i  punti  che  si  assumono  ad  ai- 
!)ilrio   (e  quindi  anche  i  pimli  incogniti). 

Da  ciò  che  si  (>  detto  al  u."  56   risulla  che  : 

Quando  v  o  g  1  i  o  n  s  i  formare  sopra  una  curva  d'ordine 
n  -^  n  le  basi  di  due  fasci  generatori  d  '  ordini  n,  n' ,  se  m  ,  n' 
sono  disuguali,  si  potranno  attribuire  al  solo  fascio  d'or- 
dine s  II  p  e  !■  i  0  r  e  t  n  1 1  '  i  punti  che  è  lecito  assumere  ad  ar- 
bitrio; e  se  n  =  n',  si  possono  attribuire  ad  uno  de'  fasci, 
al    più,    luti'  i    punti    arbitrari    meno    uno   (**). 

Art.  XI.  CoNlruxione  <lellt>  curve  «li  Mcruntl*  urdiiif. 

59.  Se  nel  teorema   (50)  si  pone  u  ^  ?i'  =  t,  si  ha: 

Date  due  stelle  projettive,  i  cui  centri  siano  i  punti 
o,  0  ,  il  luogo  del  punto  d'  intersezione  di  due  raggi  cor- 
rispondenti 6  una  curva  di  s  e  e  o  n  d '  o  r  d  i  n  e ,  passante  pei 
punti   0,    0. 

Reciprocamente:  siano  o,  o  due  punti  fissati  ad  arbitrio  sopra  una  curva 
di    second' ordine;   m    nn    punto    variabile    della  medesima.   Movendosi  m  sulla 


*.  JoNQuiÈnEs,  Essai  sur  la  (/énéralion  ties  courhes  eie,  p.  l.ì — il. 
(**)  CiiASLEs ,  Détermination  du  nombrc  ile  points  eie.  e.  s. 
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curva,  i  raggi  om ,  o'm  generano  due  stelle  piojeltive.  Quando  m  è  infinita- 
mente vicino  ad  o ,  ii  raggio  om  diviene  tangente  alla  curva  in  o;  dunque  la 
tangente  in  o  è  quel  raggio  della  prima  stella,  che  corrisponde  alla  retta  o'o 
considerata  come  appartenente  alla  seconda  stella. 

Da  ciò  scende  immediata  la  costruzione  della  curva  di  second'  ordine , 
della  quale  siano  dati  cinque  punti  abcoo' .  Sì  assumano  due  di  essi,  oo  ,  co- 
me centri  di  due  stelle  projettive,  nelle  quali  {oa,  o'a)  ,  {ob ,  o'b) ,  {oc ,  o'c) 
siano  tre  coppie  di  raggi  corrispondenti.  Oiialunipie  altro  punto  della  curva  sarà 
l'intersezione  di  due  raggi  corrispondenti  di  queste  stelle  (3).  Del  resto ,  que- 
sta costruzione  coincide  con  quella  che  si  deduce  dal  teorema  di  Pascal  (45,  e). 
La  qual  costruzione  si  applica,  senza  modificazioni,  anche  al  caso  in  cui  due 
de"  punti  dati  siano  infinitamente  vicini  sopra  una  retta  data  ,  ossia  in  altre  pa- 
role ,  al  caso  in  cui  la  curva  richiesta  debba  passare  per  quattro  punti  dati  ed 
in  uno  di  questi  toccare  una  retta  data  ;  ecc. 

Se  nelle  due  stelle  projettive,  i  cui  centri  sono  o,  o',  la  retta  oo  corri- 
sponde a  sé  medesima,  ogni  punto  di  essa  è  comune  a  due  raggi  corrispon- 
denti (sovrapposti),  epperò  quella  retta  è  parte  del  luogo  di  second' ordine 
generato  dalle  due  stelle  projettive.  Dunque  questo  luogo  è  composto  della  oo 
e  di  un'  altra  retta ,  la  quale  conterrà  le  intersezioni  de'  raggi  corrispondenti 
delle  due  stelle   (  50  ,  b). 

60.  Date  due  punteggiate  projettive  A,  A',  di  qual  classe  è  la  curva 
inviluppata  dalla  retta  che  unisce  due  punti  corrispondenti?  ossia,  quante  di 
tali  rette  passano  per  un  punto  arbitrario  o?  Consideriamo  le  due  stelle  che 
si  ottengono  unendo  o  ai  punti  delia  retta  A  ed  ai  corrispondenti  punti  di  A  : 
tali  stelle  sono  projettive  alle  due  punteggiate ,  epperò  projettive  tra  loro.  Ogni 
retta  che  unisca  due  punti  corrispondenti  di  A ,  A'  e  passi  per  o^  è  eviden- 
temente un  raggio  comune  delle  due  stelle,  cioè  un  raggio  che  coincide  col 
proprio  corrispondente.  Ma  due  stelle  projettive  concentriche  hanno  due  raggi 
comuni  (10);  dunque  per  o  passano  due  rette,  ciascuna  delle  quali  è  una  tan- 
gente dell'  inviluppo  di  cui  si  tratta.  Per  conseguenza  quest'  inviluppo  è  di 
seconda  classe. 

11  punto  comune  alle  due  rette  date  si  chiami  p  o  q  ,  secondo  che  si 
consideri  come  appartenente  alla  prima  o  alla  seconda  punteggiata;  e  siano  p' ,  q 
i  punti  corrispondenti  a  p,  q.  Le  rette  pp'  (A')  e  qq  (A)  saranno  tangen- 
ti   alla    curva  di  seconda  classe  ;  dunque  questa  è  tangente  alle  rette  date. 

Reciprocamente  :  due  tangenti  fisse  qualunque  A ,  .1'  di  una  curva  di 
seconda  classe  sono  incontrate  da  una  tangente  variabile  3/  della  stessa  curva 
in  punti  a,  a  che  formano  due  punteggiate  projettive.  Quando  M  è  prossima 
a  confondersi  con  A.j  a  è  \\  punto  in  cui  A  tocca  la  curva;  dunque  A  tocca 
la  curva  nel  punto  q  corrispondente  al  punto  q  di  A ,  ove  questa  retta  (• 
segata  da  A. 

Di  qui  si  deduce  la  costruzione,  p.  r  tangenti,  della  curva  di  seconda  classe 
determinata  da  cinque  tangenti.  Due  di  queste  sono  incontrate  dalle  altre  tre 
in  Ire  coppie  di  punti,  i  quali,  assunti  come  corrispondenti,  individuano  due 
punteggiate  projettive.  Qualunque  altra  tangente  della  curva  richiesta  sarà  de- 
terminata da  due  punti  corrispondenti  di  queste  punteggiate. 

Se  nelle  due  rette  punteggiate  projettive  A,  A  ,  il  punto  di  segamento 
delle  due  rette  corrisponde  a  so  medesimo ,  ogni  retta  condotta  per  esso  unisce 
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due  punii  corrispondenti  (  coincidenti  )  ;  laonde  quel  punto  è  parte  dell'invi- 
luppo di  seconda  classe  generato  dalle  due  punteggiate.  Cioè  quesl'  inviluppo 
sarà  composto  del  detto  punto  e  di  un  secondo  punto ,  pel  quale  passeranno 
tutte  le  rette  congiungenti  due  punti  corrispondenti  delle  punteggiate  date   (3). 

61.  Da  un  punto  (jualunque  di  una  curva  di  seconda  classe  non  può  con- 
dursi alcuna  retta  a  toccare  altrove  la  curva  (30),  cioè  una  retta  che  tocchi 
la  curva  in  un  punto  non  può  incontrarla  in  alcun  altro  punto.  Dunque  una 
curva  di  seconda  classe  è  anche  di  second'  ordine. 

Analogamente  si  dimostra  che  una  curva  di  second'  ordine  è  anche  di  se- 
conda classe.  V  ha  duncjue  identità  fra  le  curve  di  second'  ordine  e  quelle  di 
seconda  classe  :  a  patto  però  che  si  considerino  curve  ^empiici.  Perchè  il  si- 
stema di  due  rette  è  bensì  un  luogo  di  second'  ordine ,  ma  non  già  una  linea 
di  seconda  classe;  e  così  pure,  il  si>tema  di  due  punti  è  un  inviluppo  di  se- 
conda classe,  senz'essere  un  luogo  di  second' ordine. 

Le  curve  di  second'  ordine  e  seconda  classe  si  designano  ordinariamente 
col  nome  di  coniche. 

62.  Dal  teorema  (59)  risulta  che,  se  abcd  sono  quattro  punii  dati  di  una 
conica  ed  m  un  punto  variabile  della  medesima ,  il  rapporto  anarmonico  de'  quat- 
tro raggi  tn{a,  b,  e,  d  )  è  costante,  epperò  eguale  a  quello  delle  rette 
a  [a,  b,  e,  d) ,  ove  aa  esprime  la  retta  che  tocca  la  conica  in  a. 

Reciprocamente:  dati  quattio  punti  abcd,  il  luogo  di  un  punto  m,  tale 
che  il  rapporto  anarmonico  delle  rette  m{a,  b,  e,  d)  abbia  un  valore  dato  À, 
è  una  conica  passante  per  abcd,  la  quale  si  costruisce  assai  facilmente.  Infatti: 
se  s'  indica  con  aa  una  retta  condotta  per  a  e  tale  che  il  lapporto  anarmonico 
delle  quattro  rette  a  (a,  b,  e,  d)  sia  eguale  a  2,  la  conica  richiesta  sarà  in- 
dividuata dal  dover  passare  per  abcd  e  toccare  in  a  la  retta  aa. 

Il  luogo  geometrico  qui  considerato  conduce  alla  soluzione  del  seguente 
problema  : 

Date  cinque  rette  o' {a,  b',  e',  d' ,  e' )  concorrenti  in  un  punto  o  e  dati 
cinque  pumi  abcde ,  trovare  un  punto  o  tale  che  il  fascio  di  cinque  rette 
o{a,b,c,d,e)  sia  projeltivo  al  fascio  analogo  o' {a,  b',  e' ,  d'^  e' ). 

S'  imagini  la  conica  luogo  di  un  punto  m  tale  che  i  due  fasci  m{a,  b,  e,  d), 
6(à,b',c,d')  abbiano  ht  stesso  rapporto  anarmonico.  E  similmente  si 
imagini  la  conica  luogo  di  un  punto  n  tale  che  i  due  fasci  n  [a,  b,  e,  e), 
0  (a  ,b' ,  e ,  e  )  abbiano  lo  stesso  rapporto  anarmonico.  La  prima  conica  passa 
pei  punii  abcd;  la  seconda  per  abce;  entrambe  poi  sono  pienamente  indivi- 
duale. 

Ora,  siccome  il  richiesto  punto  o  dee  possedere  si  la  proprietà  del  pim- 
to  m  che  quella  del  punto  n,  così  esso  sarà  situato  in  entrandìc  le  coniche. 
Queste  hanno  tre  punti  comuni  abc  dati  a  priori  ;  dunque  la  quarta  loro  in- 
tersezione sarà  il  punto  domandalo.  Questo  punto  si  costruisce  senza  previa- 
luenle  descrivere  le  due  curve  ;  come  si  mostrerà  (|ui  appresso. 

63.  Le  coniche  passanti  per  gli  slessi  (juattio  punti  abco  formano  un  fa- 
scio di  second' ordine.  Fra  quelle  coniche  ve  ne  sono  Ire,  ciascuna  delle  (juali 
(■■  il  sistema  di  due  rette:  esse  sono  le  Ire  coppie  de' lati  opposti  (bc,ao), 
{ca,  bo) ,  {ab,  co)  del  quadrangolo  completo  a  cui  sono  circoscritte  mite 
le  coniche  proposte. 

Se  per  un  verlice  del  quadiangnlo ,  c\.  gr.   per  a,  si    conduce    im' arbi- 
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traria  trasversale  A  ,  essa  sega  ciascuna  conica  del  fascio  in  un  punto.  Vice- 
versa ogni  punto  della  trasversale  individua  una  conica  del  fascio^  che  vie- 
ne ad  essere  determinala  dal  dello  punto  e  dai  quattro  dati  abco.  Dunque 
il  fascio  di  coniche  e  la  punteggiata  eh'  esse  segnano  sulla  trasversale  .4 
sono  due  forme  geometriche  projellive:  in  altre  parole,  il  rapporto  anarnioni- 
00  de'  quattro  punti  in  cui  quattro  date  coniche  del  fascio  segano  una  tras- 
versale condotta  per  un  punto-base  è  costante  j,  qualunque  sia  la  direzione  del- 
la trasversale  e  qualunque  sia  il  punto-base;  ed  invero  quel  rapporto  anar- 
monico  è  eguale  a  quello  delle  quattro  coniche  (46). 

Segue  da  ciò ,  che  due  trasversali  A  ^  B  condotte  ad  arbitrio  per  due 
punti-base  a,  b  rispettivamente^  incontreranno  le  coniche  del  fascio  in  pun- 
ti formanti  due  punteggiate  projettive  :  purché  si  assumano  come  corrispon- 
denti que' punti  m ,  ni'  ove  una  slessa  conica  è  incontrata  dalle  due  trasversali. 
Si  osservi  inoltre  che  in  queste  due  punteggiate  il  punto  d'  incontro  delle 
due  trasversali  corrisponde  a  sé  stesso,  perchè  la  conica  del  fascio  determina- 
ta da  quel  punto  incontra  ivi  entrambe  le  trasversali.  Per  conseguenza,  ogni 
retta  mm'  che  unisca  due  punti  corrispondenti  delle  punteggiale  passa  per  un 
punto  fisso  i  (3,  60).  Ogni  retta  condotta  per  i  segherà  le  due  trasversali 
A,  B  ìa  due  punii  situati  in  una  stessa  conica  del  fascio.  Dunque:  la  reità 
co  (  che  insieme  ad  ab  costituisce  una  conica  del  fascio  )  passa  per  i  ;  il  pun- 
to in  cui  A  sega  bc  ed  il  punto  in  cui  B  sega  ao  sono  in  linea  retta  con  i  ; 
e  così  pure^  il  punto  in  cui  A  sega  bo  ed  il  punto  in  cui  B  sega  ac  sono 
in  una  retta  passante  per  i. 

64.  Suppongasi  ora  che  una  conica  sia  individuala  da  cinque  punti  dati 
abcdf;  ed  una  seconda  conica  sia  individuala  dai  punti  pur  dati  abce'f.  Le 
due  coniche  hanno  tre  punti  comuni  a,b,  e  dati  a  priori;  si  vuol  costruire 
il  quarto    punto  comune  o j,  senza  descrivere    altualmenle  le  coniche. 

Si  conducano  le  rette  ad  ^  be'  e  si  chiamino  lispellivamente  A,  B.  La 
retta  A  incontrerà  la  seconda  conica  io  un  punto  e  che ,  in  virtù  del  teorema 
di  Pascal,  si  sa  costruire  senza  delineare  la  curva.  Così  la  retta  B  incon- 
trerà la  prima  conica  in  un  punto  d'.  Le  rette  dd ,  ee  concorrano  in  un  pun- 
to i.  Sia  m  il  punto  comune  alle  rette  ^  e  6c;  ed  m'  quello  ove  si  sega- 
no B  ed  im.  Il  punto  o  comune  alle  ani  ed  ic  sarà  il  richiesto.  Que- 
sta costruzione  è  pienamente  giustificala  dalle  cose  esposte  nel  numero  pre- 
cedente  (*). 


ART.  XII.  C'o<«ti*uzioiio  dclln  rnrva  di   torz*  orcliiie 
clelorniinnta  da  stove   punti. 

65.    Il  teorema  generale  (50)  per  «  =  2,  «'^1,  suona  così: 
Dato    un    fascio    di    coniche,  projellivo  ad  una  stella  da- 
ta,  il  luogo    de' punti  in    cui    i    raggi    della    stella    segano    le 


*)  Veggasi  anche:  Schroter,  Problematis  geometrici  ad  superficiem  secundi  urdinis  per  da- 
ta puncta  construendam  spectaittis  sotutio  nova,  Vralislavi»  1862,  p.  13. 
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corrispondenti  coniche  è  una  curva  di  lerz'  ordine  (o  cu- 
bica )  passante  pei  quattro  punti  comuni  alle  coniche  e 
pel    centro    della    stella. 

Se  o  è  il  centro  della  stella ,  la  tangente  in  o  alla  cubica  è  il  raggio 
corrispondente  a  quella  conica  (  del  fascio  )   che  passa  per  o. 

Se  a  è  uno  de' pnnti-base  del  fascio  di  coniche,  la  tangente  in  a  alla 
cnbica  è  la  retta  che  nel  punto  medesimo  tocca  la  conica  corrispondente  al 
raggio  oa    (  5 1  ,  a  ) . 

I  teoremi  inversi  del  precedente  si  ricavano  da  quello   del  n,"  54  : 

1."  Fissati  ad  arbitrio  in  una  cubica  quattro  punti  abcd,  ogni  conica 
descritta  per  essi  sega  la  cubica  in  due  punti  mm  ;  la  retta  mm  passa  per 
un  punto  fisso  o  della  cubica  medesima.  Le  coniche  per  abcd  e  le  rette  per  o 
formano  due  fasci  projettivi.   Il  punto  o  dicesi  opposto  ai  quattro  punii  abcd. 

2.°  Fissati  ad  arbitrio  in  una  cubica  tre  punti  abc  ed  un  altro  punto 
0,  ogni  retta  condotta  per  o  sega  la  curva  in  due  punti  mm  ;  la  conica  de- 
scritta per  abcmm'  passa  per  un  altro  punto  fisso  d  della  cubica.  Le  coniche 
per  abcd  e  le  rette  per  o  si  corrispondono  projetlivaniente. 

66.  Siano  ora  dati  nove  punti  abcdefghi  e  si  voglia  costruire  la  curva  di 
terz'  ordine  da  essi  determinata,  mediante  due  fasci  projettivi,  l'uno  di  co- 
niche, l'altro  di  rette.  Per  formare  le  basi  de' due  fasci  sono  necessari  cin- 
que punti:  ma  uno  fra  essi  (57)  non  può  essere  assunto  ad  arbitrio  fra  i 
punti  dati,  bensì  solamente  gli  altri  quattro. 

Secondo  che  il  punto  incognito  si  attribuisce  al  fascio  di  rette  o  al  fa- 
scio di  coniche^  si  hanno  due  diversi  modi  di  costruire  la  curva  di  terz' ordi- 
ne, i  quali  corrispondono  ai  due  teoremi  (65,  1.°,  2."^).  Noi  qui  ci  limitiamo 
al  solo  primo  modo  di  costruzione ,  che  è  dovuto  al  sig.  Chasles  (*). 

Imaginiamo  le  cinque  coniche  circoscritte  al  quadrangolo  abcd  e  passanti 
rispetlivamente  per  e ,  f,  g ,  h,  i.  11  sistema  di  queste  cinque  coniche  si  può 
rappresentare  col  simbolo: 

(  abcd  ){e,  f,  g,  h,  i). 

Si  tratta  dunque  di  trovare  un  punto  o  tale  che  il  sistema  di  cinque  rette 

o{  e,  f,  g,  h,  i) 

sia  projetiivo  al  sistema  delle  cinque  coniche.  Siccome  quesl'  ultimo  sistema  t^ 
projettivo  a  quello  delle  tangenti  alle  coniche  nel  punto  a  (46)^  così  l'at- 
tirale problema  coincide  con  uno  già  risoluto  (62,64).  Determinato  il  pun- 
to o  opposto  ai  (piattro  abcd,  sono  determinati  i  fasci  generatori;  e  con  ciò 
la  quistione  A  risoluta. 

67.  Suppongansi  ora  due  cubiche  individuate  da  due  sistemi  di  nove  punti, 
fra  i  quali  ve  ne  siano  quattro  abcd    comuni  alle  due  curve.  Queste   si  seghe- 


(*)  Construetion  de  la  courbe  du  3.  nrdre  détcrminéc  par  ncuf  points  (  Cnmptps  rend\is ,  30 
mai  1853). 

Per  altre  coslrnzinni  delle  cnhiclie  e  delle  curve  d' ordine  supcriore  vcRKansL  le  eccellenli  Memorie: 
JoNQuiKBEs,  lassai  sur  la  rfénéTalinn  des  cnurbes  gèomHriques  etc.  —  UsRTKNDERccn,  Ueber  die 
Erzeufjung  geometrischer  Curven  (Giornale  Cbelle-Borchardt,  I.  58,  Berlino  1860,  p.  Sii. 


ranno  in  altri  cinque  punti  che  individuano  una  conica.  Questa  conica  può 
essere  costruita  senza  conoscere  quei  cinque  punii,  cioè  senza  descrivere  le 
due  cubiche. 

Si  consideri  il  fascio  delle  coniche  circoscritte  al  quadrangolo  abcd;  una 
qualunque  di  esse  sega  la  prima  cubica  in  due  punti  mn  e  la  seconda  cubica 
in  due  altri  punti  m'n'.  Le  rette  mn ,  mn'  incontrano  nuovamente  le  cubiche 
in  due  punti  fissi  o,  o  che  sono  gli  opposti  ai  dati  abcd,  rispetto  alle  due 
cubiche  medesime.  Variando  la  conica,  le  rette  omn ,  óm'n  generano  due 
stelle  projettive  al  fascio  di  coniche,  epperù  projettive  fra  loro.  I  raggi  cor- 
rispondenti di  queste  stelle  si  segano  in  punti  il  cui  luogo  è  una  conica  pas- 
sante per  0  .  0  ed  anche  pei  cinque  punti  incogniti  comuni  alle  due  cubiche. 
Essa  è  dunque  la   conica  domandata. 

(a)  Di  questa  conica  si  conoscono  già  due  punti  0,0;  altri  tre  si  pos- 
sono dedurre  dalle  tre  coppie  di  lati  opposti  del  quadrangolo  aècd ,  considerale 
come  coniche  speciali  del  fascio.  Infatti:  siano  m,  n  \  punii  in  cui  la  prima 
cubica  è  incontrala  nuovamente  dalle  rette  he,  ad;  ed  wi' ,  n  quelli  in  cui 
queste  medesime  rette  segano  la  seconda  cubica.  Le  rette  mn ,  mn'  sono  due 
raggi  corrispondenti  delle  due  stelle  projettive^  i  cui  centri  sono  0,0';  dun- 
que il  loro  punto  comune  appartiene  alla  conica  richiesta.  Analogamente  dicasi 
delle  altre  due  coppie  di  lati  opposti  (ca,  bd),   {ab,  ed). 

Di  qui  segue  che,  de' nove  punti  comuni  a  due  cubiche,  cinque  qualun- 
que individuano  una  conica  la  quale  passa  pel  punto  opposto  agli  altri  quattro, 
rispetto  a  ciascuna  delle  cubiche   (*). 

(b)  Siano  abcd,  abcd'  otto  punti  comuni  a  due  cubiche;  0,  0'  i  punti 
opposti  ai  due  sistemi  abcd ,  db' ed  ,  rispetto  alla  prima  cubica.  La  retta  00' 
sega  questa  cubica  in  un  terzo  punto  x.  Dalla  definizione  del  punto  opposto 
segue  che  le  coniche  individuate  dai  due  sistemi  abcdd  ,  a'b'c'do  passano  en- 
trambe per  X.  Dunque  a:  è  il  nono  punto  comune  alle  due  cubiche  (**). 

(e)  Se  abcd  sono  quattro  punti  di  una  cubica,  il  loro  punto  opposto  0 
può  essere  determinato  così.  Siano  m,  n  i  punti  in  cui  la  curva  è  incontrata 
dalle  rette  ab,  ed:  la  retta  mn  segherà  la  curva  medesima  in  0.  Se  i  punti 
abcd  coincidono  in  un  solo  a,  anche  m,  n  coincidono  nel  punto  m  in  cui 
la  cubica  è  segata  dalla  tangente  in  a;  ed  0  diviene  l'intersezione  della  curva 
colla  tangente  in  m.  Dunque,  se  (39,  b)  m  si  chiama  il  tangenziale  di  a  ed 
0  il  tangenziale  di  m  ossia  il  secondo  tangenziale  di  a,  si  avrà: 

Se  una  conica  ha  un  conlatto  quadripunto  con  una  cu- 
bica, la  retta  che  unisce  gli  altri  due  puntidi  segamento 
passa    pel    secondo    tangenziale    del    punto    di  conlatto. 

Da  ciò  segue  immediatamente  che  : 

La  conica  avente  un  contatto  cinquipunto  con  una  cu- 
bica incontra  questa  sulla  retta  congiungente  il  punto  di 
conlatto    al    suo    secondo    tangenziale  (***). 


(*)  Plucker  ,  Theorie  der  aìgeb.  Curven ,  p,  56. 


\^~ }  KLucKER  ,   laeoiìf  uer  ui(feu.  Lurven  ,  p,  ob. 

(**)  Hart,  Construction  by  the  ruler  alone  to  determine  ttie  ninth  point  of  intersection  o[ 
cUTVes  of  the  l/iird  deqree  (  Caralnidge  anJ  Dtiblin  Malhematical  Journal,  voi.  6,  Cambridge  1851, 
SI  \. 


tico  curi 
P.  181  ). 

"**)  PoNCEiET,  Analyse  des  transversaìes  ,  p.   I3ó 
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(d)  Dai  teoremi  (b)  e  (e)  si  raccoglie  che,  se  due  cubiche  hanno  fra 
loro  due  contatti  quadripunti  ne'  punti  a,  a,  il  nono  punto  di  intersezione 
a;  è  in  linea  retta  coi  secondi  tangenziali  o,  o'  de' punti  di  contatto  a,  a. 
Se  a,  a  coincidono,  anche  o  coincide  con  o  ed  a;  è  il  suo  tangenziale, 
cioè  il  terzo  tangenziale  di  a  ;  dunque  : 

Tutte  le  cubiche  aventi  un  contatto  ottipunto  con  uua 
data  cubica  in  un  medesimo  punto,  passano  pel  terzo  tan- 
genziale   del    punto    di    contatto  (*). 

(e)  Il  teorema  (  45,  b)  applicato  ad  una  curva  del  terz' ordine  suo- 
na così: 

Se  una  cubica  ^  segata  da  una  curva  dell'  ordine  n  in  3»  punti ,  i 
tangenziali  di  questi  giacciono  tutti  in  un'  altra  curva  dell'  ordine  n. 

Donde  segue  immediatamente  (44): 

Le  coniche  aventi  un  contatto  cinquipunto  con  una  data  cubica  ne'  punti 
in  cui  questa  è  segata  da  una  curva  dell'  ordine  n ,  segano  la  cubica  medesi- 
ma in   3n  punti  situati  in  un'  altra  cuiva  dell'  ordine  n. 

Ed  anche  : 

Se  una  conica  ha  un  contatto  cinquipunto  con  una  cubica  in  a  e  la  sega 
in  b,  e  se  a',b'  sono  i  tangenziali  di  a,  6,  un'altra  conica  avrà  colla  cubi- 
bica  un  contatto  cinquipunto  in  a    e  la  segherà  in  b'. 


(*/  Salmon,  On  curves  of  the  third   nrder  (  l'iillnsnpliir.il    Trnnsaclinii?   of   tlic    Royal  Socifly 
voi.  148,  pari  2,  I.onilnn   1859  ,  p.  535  ). 
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SEZIO\E  II. 

TEORIA  DELLE  CURVE  POLARL 


Art.  XIII.  Donnizionc  e  proprietà  fondamentali 
«Ielle  furve  polari. 

68.  Sia  data  una  linea  piana  r„  dell'  ordine  n,  e  sia  o  un  punto  fissato 
ad    arbitrio  nel  suo  piano.  Se  intorno  ad  o  si  fa  girare  una  trasversale  che  in 

una    posizione    qualunque    seghi    0,    in  n  punti  a^a a„  ,  il  luogo  de' centri 

armonici^  di  grado  r ,  del  sistema  a^a.,...a„  rispetlo  al  polo  o  (11  )  sarà  una 
curva  dell'ordine  r,  perchè  essa  ha  r  punti  sopra  ogni  trasversale  condotta 
per  0.  Tale  curva  si  dirà  polare  [n  —  r  Y''"'«  del  punto  o  rispetto  alla 
curva  data  (curva  fondamentale)  (*). 

Così  il  punto  0  dà  origine  ad  n  —  1  curve  polari  relative  alla  linea  data. 
La  prima  polare  è  una  curva  d'  ordine  n  —  1  ;  la  seconda  polare  è  dell'  ordine 
"  ~ -.'  ^'^'-'-  ^' ìillima  od  (n  —  1  )'""  polare,  cioè  il  luogo  dei  centri  armo- 
nici di  primo  grado ,  è  una  retta  (**). 

69.  1  teoremi  altrove  dimostrati  (Mi),  pei  centri  armonici  di  un  sistema 
di  n  punti  m  linea  retta ,  si  traducono  qui  in  altrettante  proprietà  delle  curve 
polari  relative  alla  curva  data. 

(a)  Il  teorema  (12)  può  essere  espresso  così:  se  j/i  è  un  punto 
della  polare  {n  —  r)"'"  di  a,  viceversa  o  è  un  punto  della 
polare    {r)>""    di    m    (***). 

Ossia  : 

Il  luogo  di  un  polo,  la  cui  polare  (r)'""  passi  per  un 
dato    punto    o,    è    la    polare    (n—r)'""    di    o. 

Per  esempio:  la  prima  polare  di  o  è  il  luogo  de' poli  le  rette  polari 
de'  quali  passano  per  o;  la  seconda  polare  di  o  è  il  luogo  de'  poli  le  cui 
coniche  polari  passano  per  questo  punto;  ecc. 

(b)  Dal  teorema   (13)  segue  immediatamente  che: 

Un  poloqualsi  voglia  o  ha  la  stessa  polare  {$)'""  rispetto 
alla  data  linea  C„  e  rispetto  ad  ogni  curva  polare  d'  or- 
dine più  alto,  dello  stesso  punto  o ,  considerata  come  curva 
fondamentale. 

Dunque:  la  seconda  polare  di  o  rispetto  a  C„  è  la  prima  polare  di  o  re- 
lativa   alla    prima  polare  del  punto  stesso  presa  rispetto  a  C„;  la  terza  polare 


*** '^"**^''*^^  '  ^^^""^  '^'^^  Centrale»  i  Giornale  di  Crelle,  l.  24,  Berlino  1842     p    262) 
^J_    ;   Il    teorema    relativo    ai    centri    armonici    di    primo   grado    è  di  Cotes;  vedi  Maclacbin  ,  '/.  e. 

.ooq'oo*^  Bobillier,  Tkéorèmes  sur  les  poìaires  successives  (Annales  de  Cergonne  ,  I.  19,  Msmes 
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è  la  prima  polare  relativa  alla  seconda  polare  ed  anche  la  seconda  polare  re- 
lativa alla  prima  polare  ;  ecc. 

(e)  11  teorema  (14)  somministra  il  seguente: 

La  polare  (r')'""  di  un  punto  o  rispetto  alla  polare  (r)'"" 
di  un  altro  punto  o  (relativa  a  C„  )  coincide  colla  polare 
(r)"""  di    o    rispetto    alla    polare    (  r' )'""  di    o    (relativa  a  C„)   (*)• 

Onesto  teorema  è,  come  apparirà  in  seguilo,  fecondo  di  molte  conse- 
guenze! Ecco  intanto    una    proprietà    che  emerge  spontanea  dal  confrontarlo  col 

teorema  (69,  a).  ,.     ,     .  ..        •        ,    w«„    r 

(d)  Supponiamo  che  la  polare   (r' )'""  di  o    rispetto  alla  polare  (r)    ^    di 
0  passi  per  un  punto  m ,  ossia  che  la  polare  (r)'""  di  o  rispetto  alla  polare  (r'T" 
di  o'  passi  per  m.  Dal  teorema  (69  ,  a)  segue  che  la  polare  ^(n  —  )'  )  —  r  j 
di  m  rispetto  alla  polare  {r  )'""  di  o'   passerà  per  o,  ossia  che  la  polare  (r' )""' 
di  0    rispetto  alla   polare  ((n-r)— rV""  di  m  passa  per  o.  Dunque: 

Se  la  polare  (r')'""  di  o  rispetto  alla  polare  (r)'""  di  o 
passa  per  m,  la  polare  (r')'""  di  o  rispetto  alla  polare 
in  —  r  —  r')'""    di   m   passa    per    o. 

70.  Tornando  alla  definizione  (68),  se  il  polo  o  i  preso  nella  curva 
fondamentale,  talché  esso  tenga  luogo  di  uno  degli  n  punti  a^a.,  .  .  .  a„  ,  il  centro 
armonico  di  primo  grado  si  confonderà  con  o.  Ma  se  la  trasversale  è  tangente 
alla  curva  in  o,  due  de'  punti  aiO.^  .  .  .  a,,  coincidono  con  o;  onde,  riuscendo 
indeterminato  il  centro  armonico  di  primo  grado,  può  assumersi  come  tale  un 
punto  qualunque  della  trasversale  (17).  Onesta  è  dunque,  nel  caso  attuale ,  il 
luogo  de' centri  armonici  di  primo  grado;  vale  a  dire:  la  retta  polare  di 
nn  punto  della  curva  fondamentale  è  la  tangente  in  que- 
sto   p  u  n  t  o. 

Ouando  il  [.'olo  non  giaccia  nella  curva  fondamentale,  ma  la  trasversale 
le  sia~tangente ,  due  de' punti  a^a, . . .  a„  coincidono  nel  punto  di  conlatto; 
epperò  questo  sarà  (16)  un  centro  armonico  di  grado  n—i,  ossia  un  punto 
della  prima  polare.  Dunque  :  la  prima  polare  di  un  punto  qua- 
lunque sega  la  curva  fondamentale  ne'  punti  ove  questa 
6    toccata    dalle    rette    tangenti    che    passano    pel  polo. 

La  prima  polare  è  una  curva  dell'  ordine  n—  \  ,  talché  segherà  C„  in 
>i(n— 1)  punti.  Donde  s'  inferisce  che  da  un  punto  qualunque  si  possono 
condurre  n(n  — 1  )  tangenti  alla  curva  fondamentale  (**),  ossia: 

Una    curva    dell'ordine    n    é,    in    generale,   della     clas- 

sen(n— 1).  ., 

71.  Se  il  polo  0  é  preso  nella  curva  fondamentale^  qualuniiuc  sia  la 
trasversale  condotta  per  o,  una  delle  intersezioni  a^a.,...a„  coincide  con  o 
medesimo;  onde  (17)  o  sarà  un  centro  armonico,  di  ciascun  grado,  del  si- 
stema a^a.,...a„  rispetto  al  polo  o.  E  ciò  torna  a  dire  che  tutte  le  polari  di 
0  dalla  prima  sino  all'  (  n  —  l  )'""   passano  per  (luesto  punto. 


(*i  PlIIcker    Uebcr  cin  neues  Conrdinalcnsy.ilem  (Giornale  di  CnELi.K.t.  5, Berlino  I830,p.34). 
[**)ZZfLV.T    Solution ....  suivie    d'une  théoric  dcs  polaires   réc,,>roques  eie.  (  Annales  de 
Ceboomni;,  t.  8,  tSismcs  1817-18,  p.  214). 


Ma  v'ha  di  più.  Se  la  liasversale  è  tangenle  a  C„  in  o,  in  questo  .'ono 
riuniti  due  punti  a,  quindi  anche  (17)  due  centri  armonici  di  grado  qualnn 
que  ;  cioè  la  curva  fondamentale  è  toccata  in  o  da  tutte  le 
polari    di    questo    punto. 

Dallo  stesso  teorema  (17)  segue  ancora  che  la  prima  polare  di  un  punto 
0  della  curva  fondamentale  è  il  luogo  de'  centri  armonici  di  grado  n  —  2  ,  re- 
lativi al  polo  0 ,  del  sistema  di  n  —  1  punti  in  cui  C,,  è  incontrata  da  una 
trasversale  variabile  condotta  per  o.  Gli  n  {n —  1)  —  2  punti  in  cui  la  prima 
polare  di  o  sega  C„  { oltre  ad  o ,  ove  queste  curve  si  toccano  )  sono  i  punti 
di  contatto  delle  rette  che  da  o  si  possono  condurre  a  toccare  altrove  la  curva 
data. 

72.  Supponiamo  che  la  curva  C„  abbia  un  punto  d  multiplo  secondo  il 
numero  r.  Ogni  retta  condotta  per  d  sega  ivi  la  curva  in  r  punti  coinciden- 
ti,  epperò  (17  )  d  sarà  un   punto  {r)'''"  per  ciascima  polare  del  punto  slesso. 

Ciascuna  delle  tangenti  agli  r  rami  di  C„  incontra  questa  curva  in  »•  -h  1 
punti  coincidenti  in  d  (31  );  onde  considerando  la  tangenle  come  una  trasver- 
sale (68),  in  (/  coincidono  r -f- 1  punti  a,  epperò  anche  r -f- 1  centri  armo- 
nici di  qualunque  grado,  rispetto  al  polo  (/  (17).  Dunque  le  r  tangenti  di  C„ 
nel  suo  punto  multiplo  d  toccano  ivi  anche  gli  r  rami  di  (jualunque  curva 
polare  di  d. 

Ne  segue  che  le  polari  (  n  —  1  )'"" ,  in  —  2  )'"",  . .  .  in  —  r  -+-  1  )'""  del 
punto  d  sono  indeterminate,  e  la  polare  (n  —  »•)'""  del  punto  stesso  è  il  sistema 
delle  r  tangenti  dianzi  considerale  (31). 

Quest'ultima  proprietà  si  rende  evidente  anche  osservando  che,  risguar- 
dala  la  tangente  in  d  ad  un  ramo  di  d  come  una  trasversale  condotta  pel  polo 
d  (68),  vi  sono  r -+-  1  punti  a  coincidenti  insieme  col  polo,  onde  qualunque 
punto  della  trasversale  potrà  essere  assunto  come  centro  armonico  di  grado 
r  (17).  Cioè  il  fascio  delle  tangenti  agli  r  rami  di  C„  costituisce  il  luogo  dei 
centri  armonici  di  grado  r ,  rispetto  al  polo  d. 

73.  Sia  o  un  polo  dato  ad  arbitrio  nel  piano  della  curva  C„,  dotata  di 
un  punto  d  multiplo  secondo  r.  Condotta  la  trasversale  od  .  r  punti  a  coinci- 
deranno in  d-  quindi  (16)  questo  medesimo  punto  terrà  luogo  di  r  —  s  centri 
armonici  del  grado  n  — s    (s<r);  ossia: 

Un  punto  ( r )'''"  della  curva  fondamentale  è  multiplo  se- 
condo   r  —  s    per    la    polare    (s)""'    di    qualsivoglia    polo. 

(a)  Applichiamo  le  cose  premesse  al  caso  che  d  sia  il  sistema  di  n 
rette  concorrenti  in  uno  stesso  punto  d.  Onesto,  essendo  un  punto  {ni'''"  pel 
luogo  foudamentale ,  sarà  multiplo  secondo  n  —  1  per  la  prima  polare  di  un 
punto  qualunque  o;  la  quale  sarà  per  conseguenza  composta  di  n  —  1  rette 
incrocianlisi  in  d. 

Condotta  pel  polo  o  una  trasversale  qualunque  che  seghi  le  n  rette  date 
in  a^a4...a,t,  se  m,nj2...m„_|  sono  i  centri  armonici  di  grado  n  —  1,  le 
rette  rf(»n,,  m.,,...m„_^)  costituiranno  la  prima  polare  di  o  (20).  Questa 
prima  polare  non  cambia  (18),  quando  il  polo  o  varii  mantenendosi  sopra  una 
retta  passante  per  d. 

Se  fra  le  n  rette  date  ve  ne  sono  s  coincidenti  in  una  sola  da,T\e\  punto 
a  saranno  riuniti  (16)  s —  1  centri  armonici  di  grado  n —  1  ,  epperò  s —  1 
rette  dm  coincideranno  in  da.  qualunque  sia  o. 

8 
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(  b  )  Come  caso  particolare  ,  per  n  =  2  si  ha  : 

Se  la  linea  fondamentale  è  un  pajo  di  rette  (/(a,,  a.2) ,  la  polare  di 
un  punto  0  è  la  retta  coniugata  armonica  di  do  rispetto  alle  due  date  (*).  E 
se  queste  coincidono,  con  esse  si  confonde  anche  la  polare,  qualunque  sia  il 
polo. 

74.  Ritorniamo  ad  una  curva  qualunque  C,,  dotata  di  un  punto  (  ;•  l'''^'  (/. 
Assunto  un  polo  arbitrario  o,  la  prima  polare  di  questo  passerà  r — 1  volte 
per  d  (73);  e  le  r  rette  tangenti  a  C„  in  d  costituiranno  Vin  —  r)'""  pola- 
re del    medesimo    punto    d  (  72  ).  Analogamente    le    r  —  1   tangenti   in    d    alla 

prima  polare    di    0  formano  P  f  (  «  —  1  )  —  (  r  —  1  )  )        polare    di   d  rispetto 

alla    prima  polare    di  0,  ossia,  ciò  che  è  lo  stesso  (69,  e),  la  prima  polare 
di  0  rispetto  all'I»  — r)'""  polare  di  d.  Dunque  (73,  a): 

Se  la  curva  fondamentale  ha  un  punto  (r)^'"  d,  le  tan- 
genti in  d  alla  prima  polare  di  un  polo  qualunque  0  sono 
le  r  —  1  rette,  il  cui  sistema  è  la  prima  p  0 1  a  r  e  d  i  0  ri- 
spetto al  fascio  delle  r  tangenti  alla  curva  fondamentale 
in    d. 

(a)  Di  qui  s'  inferisce,  in  virtù  del  teorema  (73,  a),  che  le  prime  po- 
lari di  tutt'  i  punti  di  una  retta  passante  per  d  hanno  in  questo  punto  le  stesse 
rette  tangenti. 

(b)  Inoltre,  se  s  tangenti  di  f,,  nel  punto  multiplo  d  coincidono  in  una 
sola  retta,  in  questa  si  riiuiiranno  anche  s— 1  tangenti  della  prima  polare  di 
o  (73,  a);  onde,  in  tal  caso ,  d  rappresenta  r  (r —  1  )  -)- s  —  1  iuler.-ezioni  di 
Cu  colla  medesima  prima  polare  (32).  Il  numero  delie  intersezioni  rimanenti 
•^  n[n — 1)  —  r  (r — 1)  —  (s — 1);  perciò  (|ueslo  numero  esprime  quante  tan- 
genti (70)  si  possono  condurre  dal  punto  o  alla  curva  fondamentale  (  supposto 
però  che  questa  non  abbia  altri  punti  multipli).  In  altre  parole: 

Se  la  curva  fondamentale  ha  un  punto  multiplo  secon- 
do r ,  con  s  tangenti  sovrapposte,  la  classe  della  curva  è 
diminuita    di    r  (  r  —  1  )-*-.<;—  1    unità. 

(e)  Queste  proprietà  generali,  nel  caso  r  =  2,  s=  I  e  nel  caso  r  =  2, 
.s  =  2,  danno  (73^  b): 

Se  la  curva  fondamentale  ha  un  punto  doppio  rf,  la  prima  polare  di  un 
polo  qualunque  0  passa  per  d  ed  ivi  (>  toccala  dalla  retta  coniugala  armonica 
di  do  rispetto  alle  due  tangenti  della  curva  fondameulale. 

Se  la  curva  fondamentale  ha  una  cuspide  d,  la  prima  polare  di  un  polo 
qualunque  passa  per  d  ed  ivi  ha  per  tangente  la  stessa  retta  che  tocca  la 
rurva  data. 

i'er  conseguenza  j  l.i  prima  polare  di  o  sega  T,,  in  altri  n{n  —  1  )  —  2 
0  n(n — t  )  —  3  punti  (oltre  d),  secondo  che  d  è  un  punto  doppio  or- 
dinario 0  una  cuspide.  Cioi^  la  classe  di  una  curva  s'  abbassa  di  due  unità 
per  ogni  punto  doppio  e  di  ire  per  ogni  cuspide  (**). 


(*)  A  qiirsla  rcU.i  si  di  il  immc  ili  polare  del  piinln  o  rispetto  all'anRoln  a,il(ij,. 
{**)  Pi.llcKKH,  Solulirin  d'une  (/ucslioii  fondamentale  cnncernanl  la  théorie  yén^rale  dcs  eour- 
hes  (Giornale  di  CtiKi.i.i:,  I.   12,  Berlino  183J,  p.   107    . 
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(d)   Per  r  (jiialiini|iie  ed  s  =  1   si  lia  : 

Se  Cu  lia  r  rami  passanti  per  uno  slesso  punto  con  tangenti  tutte  distinte, 
la  classe  ^  diminuita  di  r|r— 1  )  unità;  vale  a  dire,  un  punto  [r)'''°  con 
r  tangenti  distinte  produce  lo  slesso    effetto^  rispetto    alla    classe   della  curva, 

j-  (  r  ~  1  ) 
come punti  doppi  ordinari.  La  qual  cosa  ^  di    un'  evidenza  intuiti- 
va ;  perchè,  se  r  rami  s'incrociano    in    uno    slesso    punto,  questo    tieu   luogo 

r  (  r  —  1  ) 
degli punii    doppi    die    nascono    dall'  intersecarsi    di    ([uei    rami    a 

due  a  due. 

Ma  se  s  rami  hanno  la  tangente  comune ,  combinando  ciascim  d'  essi  col 
successivo  si  hanno  s  —  1  cuspidi ,  mentre  ogni  altra  combinazione  di  diie  ra- 
mi darà  un  punto  doppio  ordinario.  Ossia:  un  punto  (r)'''"  con  s  tan- 
genti    riunite     produce,     rispetto     alla     classe    della    curva, 

r  (  r  —  1  ) 
la    stessa    diminuzione    che    p  !•  o  d  u  i'  r  e  b  b  e  r  o (  s  —  1  ) 

punti    doppi    ordinari    ed    s  —  t     cuspidi. 

75.  Da  un  polo  o  condotte  due  trasversali  a  segare  la  curva  fondamen- 
tale C„  rispettivamente  in  a,a.i...a,i,  b,fi.^...b,i,  se  a  ,  (?  sono  i  centri  ar- 
monici, di  primo  grado,  di  questi  due  sistemi  di  n  punti  rispetto  ad  o ,  la 
retta  polare  di  o  sarà  «;?.  Donde  segue  che ,  se  pei  medesimi  punii  0,0.2 ...  a„ , 
bfi^...b„  passa  una  seconda  linea  C „  dell'  ordine  n,  la  retta  a3  sarà  la 
polare  di  0  anche  rispetto  a  C „ .  Iraaginando  ora  che  le  due  trasversali  oa^ 
ob  siano  infinitamente  vicine,  arriviamo  al  teorema: 

Se  due  linee  dell'ordine  n  si  toccano  in  n  punti  si- 
tuati in  lina  stessa  retta,  un  punto  qualunque  di  (|uesta 
ha  la  medesima  retta  polare  rispetto  ad  entrambe  le  li- 
nee   date    (*). 

La  seconda  linea  può  essere  il  sistema  delle  tangenti  a  C„  negli  n  pun- 
ti aia.2  . .  .a,,;  dunque  : 

Un  polo,  che  sia  in  linea  retta  con  n  punti  di  una 
curva  dell'ordine  n ,  ha  la  stessa  retta  polare  rispetto 
alla  curva  e  rispetto  alle  tangenti  di  questa  negli  n 
p  u  n  t  i. 

Ciò  torna  a  dire  che ,  se  una  trasversale  tirata  ad  arbitrio  pel  polo  0  in- 
contra la  curva  in  CjC.i . . .  c„  e  le  n  tangenti  in  t^t=>...tn,  si  avrà  (11  |: 

1     _^     1  1      __1_       _J_  _1_ 

OCi  oc  oc,,  Ol  ^  Ot.2  oli, 

76.  Sian  date  n  rette  A^Ai-  •  ■  A,x  situale  comunque  nel  piano,  ed  un 
polo    0;  sia    P,    la    retta    polare    di    0    rispetto    al    sistema   delle  n —  1    rette 


*)  Salmon,  a  treatìse  on  tke  hightr  piane  curvcs ,  Diiblin  1852,  p.  54. 
,**,   Maclairin,  /.  e.  p.  201. 
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A^A.i. . .  Ai_iAr+i  ■  ■  '  An  consideralo  come  luogo  d'ordine  n —  1;  e  sia  a, 
il  punto  in  cui  P,.  incontra  Ar-  In  virtù  del  teorema  (15),  a,  è  anche  il 
centro  armonico  di  primo  grado,  rispello  al  polo  o,  del  sistema  di  n  punti 
in  cui  le  ti  rette  date  sono  tagliate  dalla    trasversale  oa,  ',  dunque: 

Date  n  rette  ed  un  polo  o  ^  il  punto,  in  cui  una  (|  u  a- 
Innque  delle  rette  date  incontra  la  retta  polare  di  o  ri- 
spetto alle  altre  n  —  1  rette,  giace  nella  reità  polare  di 
o    rispetto    alle    ri    rette    (*). 

Da  questo  teorema  ,  per  n  =::  3  ,  si  ricava  : 

Le  rette  polari  di  un  punto  dato  rispetto  agli  angoli  di  im  trilatero 
incontrano  i  lati  rispettivamente  opposti  in  tre  punti  situali  in  ima  stessa  ret- 
ta .  che  è  la  polare  del  punto  dalo  rispetto  al  trilatero  risguardato  come  luo- 
go di  terz'  ordine. 

E  reciprocamenle  :  se  i  lati  bc  ^  ca  ^  ab  di  un  trilatero  abc  sono  incon- 
trati da  una  trasversale  in  a,  b',  e,  e  se  a, ,  ò|  ,  Ci  sono  ordinatamente  i  con- 
iugati armonici  di  a,  b'.  e  rispetto  alle  coppie  bc  ,  ca ,  ab  ,  le  rette  aa, ,  bb^,  ccj 
concorrono    in  uno  stesso  punto  (  il  polo  della  trasversale  ). 

7  7.  Le  prime  polari  di  due  punti  qualunque  o ,  o'  (rispetto  alla  data 
cnrva  C„  )  si  segano  in  (n —  1  )'  punti  ^  ciascun  de' quali ,  giacendo  in  en- 
trambe le  prime  polari,  avrà  la  sua  retta  polare  passante  sì  per  o  che  per  o' 
(  69  ,  a  ).  Dunque  : 

Una  retta  qualunque  è  polare  di  (  /*  —  1  )-  punti  diver- 
si, i  quali  sono  le  intersezioni  delle  p  i-  i  m  e  polari  di  due 
pillili    arbitrari    della    medesima.    Ossia: 

Le  prime  polari  di  lutt'  i  punii  di  una  retta  formano 
i\n  l'ascio  di  curve  passanti  per    gli   stessi  (n— 1)-'  punti   (**). 

(a)  in  virtù  di  tale  proprietà,  tutte  le  prime  polari  passanti  per  un 
punto  o  hanno  in  comune  altri  [n — 1  j'^ —  1  punti,  cioè  formano  un  fascio, 
la  base  del  quale  consta  degli  {  n  —  1  )-  poli  della  retta  polare  di  o.  Per 
due  punti  o,  o'  passa  una  sola  prima  polare  ed  è  quella  il  cui  polo  è  1' in- 
tersezione delle  rette  polari  di  o  ed  o'. 

Dunque  tre  prime  polari  bastano  per  individuare  liitle  le  altre.  Infatti: 
date  tre  prime  polari  C' ,  C",  C",  i  cui  poli  non  siano  in  linea  retta ,  si  do- 
manda quella  che  passa  per  due  punti  dati  o,  o'.  Le  curve  C,  C"  delerini- 
iiano  un  fascio,  ed  un  altro  fascio  (">  determinalo  dalle  C",  C".  Le  curve  che 
appartengono  rispettivamente  a  questi  due  fasci  e  passano  entrambe  per  o  in- 
dividuano un  terzo  fascio.  Quella  curva  del  terzo  fascio  che  passa  per  d  è 
evidentemente  la  richiesta. 

(b)  Se  tre  prime  polari,  i  cui  poli  non  siano  in  linea  retta,  passano 
per  uno  stesso  punto ,  (lucsto  sarà  comune  a  tulle  le  altre  prime  polari  e  sarà 
doppio  per  la  curva  fondamentale  (73);  infatti  la  sua  retta  polare,  potendo 
passare  per  (|ualun(|iie  punto  del   piano   (()9^  a),   riesce  indeterminata   (72). 


{*)  Caylkv  ,  Sur  qutlques  llivorcme.i  de  la  r/i-oìiu'lric  lìr  pnsilion  ;  (imi  naie  ili  (:i\i-i,i,k,  I.  31, 
tliilino   1847,  p.  27!  ,. 

**)  fiOBiLi.iKii  .  Mmonstrations  de  (luilf/ites  thénrèmes   sur   lei   lifines  eie.  (  Annoles  de  CtK- 
liOnNii,  t.   J8,  Nismcs  1827-28,  p.  97). 
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78.  Siiiipongasi  clip  la  polare  (  r  )'""  di  un  pillilo  o  abbia  un  punto  dop- 
pio 0,  onde  la  prima  polare  di  un  punto  arbitrario  m  rispetto  alla  polare 
(r)'""  di  0  (considerata  questa  come  curva  fondamentale)  passerà  per  o  (73). 
A  cagione  del  teorema  (  69  ,  d  ) ,  la  prima  polare  di  m  rispetto  alla  (n  —  r —  1)'"" 
polare  di  o'  pas.serà  per  o.  Inoltre,  siccome  V  {  r ->.-  1  )"'"  jìolaie  di  o  passa 
per  o' ,  così  il  punto  o  giace  nelF  (  n  —  »■ — 1  )'""  polare  di  o'  (69,  a). 
Dunque  (  77  ,  b) : 

Se  la  polare  (r)'""  di  o  ha  un  punto  doppio  o',  vicever- 
sa   1' (  n  —  r  —  1  )'""  polare    di    o'    ha    un    punto    doppio    in    o   (*). 

Per  esempio  :  se  la  prima  polare  di  o  ha  un  punto  doppio  o',  la  conica 
polare  di  o'  sarà  il  sistema  di  due   rette  segantisi  in  o;  e   viceversa. 

(a)  Se  la  data  curva  Ci,  ha  una  cuspide  d,  la  conica  polare  di  ((uesto 
punto  si  risolve  in  due  rette  coincidenti  nella  retta  che  tocca  C„  in  d  (  72  ). 
Ciascun  punto  m  di  questa  retta  può  risguardarsi  come  un  punto  doppio  della 
conica  polare'  di  d  ;  dunque  d  sarà  im  punto  doppio  della  prima  polare  di 
m ,  ossia  : 

Se  la  curva  fondamentale  ha  una  cuspide,  la  prima 
polare  di  un  punto  ([  ii  a  1  u  n  q  u  e  della  tangente  cuspidale 
passa    due    volte    per    la    cuspide. 

Queste  prime  polari  aventi  un  punto  doppio  in  d  formano  un  fascio  (7  7,  a  ); 
epperò  fra  esse  ve  ne  sono  due,  per  le  quali  d  è  una  cuspide  (48),  Una 
delle  due  prime  polari  cuspidale  è  quella  che  ha  per  polo  lo  stesso  pun- 
to d  (72). 

(b)  L' (s)'""  polare  di  un  punto  m  rispetto  all'  (»•)"'"  polare  di  un  al- 
tro punto  0  abbia  un  punto  doppio  o' ;  vale  a  dire  (69,  e),  l'(r)""'  polare 
di  0  rispetto  all'(s)""'  polare  di  ni  passi  due  volte  per  o.  Applicando  al- 
l' (s)'""  polare    di    m    il    teorema  dimostrato  per  la  curva   C„   (78),  troviamo 

che    r    ({n  —  s)  —  r — l)        polare  di    o'    rispetto    air(s)""'   polare  di   hi  ha 

un  punto  doppio  in  o.   Dunque  : 

Se  1  '  ( s )'""  polare  di  m  rispetto  all'  ( r )'""  polare  di  o 
ha  un  punto  doppio  o',  viceversa  l'(s )'""  polare  di  m  ri- 
spetto all'  (n  —  r  —  s  —  1  )'""  polare  di  o'  avrà  un  p  u  n  t  o  d  o  p- 
p  i 0    in    0. 

79.  L'(r)"'"  polare  di  o  abbia  una  cuspide  o';  1'  (n—r—l)'""  polare 
di  o'  passerà  due  volte  per  o  (78).  Se  poi  si  designa  con  m  un  punto  qua- 
lunque della  retta  che  tocca  nella  cuspide  o  V  (r]'""  polare  di  o,  la  prima 
polare  di  m  rispetto  alla  stessa  (r)"'"  polare  di  o  avrà  un  punto  doppio  in 
o'  (78,  a);  epperò  (78,  b)  la  prima  polare  di  m  rispello  air(n  —  r  —  2)'"" 
polare  di  o    avrà  un   punlo  doppio  in   o. 

Da  questa  proprietà ,  fatto  r  :=  1  ,  discende  : 

Se  la  prima  p  o  I  a  l' e  di  o  ha  una  cuspide  o'  ,  e  i  a  s  e  u  n 
punto    della    tangente    cuspidale    ha    per    e  n  n  i  o  a    polare,    r  e- 


(*)  Steiner,  Allgemeine  Eigenscliafte»  (hr  algchraisclien   Cuncn  (Giornale  di  Creile,!.  47, 
Berlino  1853,  p.  4    . 
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laliv amente    alla    cubica    polare    di    o,    un    pajo    di    rette    in- 
crocianlisi    in    o. 

É  evidente  che  ciascuna  di  queste  rette  determina  l'altra,  vale  a  dire, 
lutle  le  analoghe  paja  di  ielle  costituiscono  un'  involuzione  (  di  secondo  gra- 
do )  ;  onde  nella  tangente  cuspidale  vi  saranno  due  punti,  ciascun  de'  quali 
avrà  per  conica  polare  (  rispetto  alla  cubica  polare  di  o  ]  un  pajo  di  rette 
riunite  in  una  sola  retta  passante  per  o. 

Il  punto  0  6  doppio  per  la  conica  polare  (  relativa  alla  cubica  polare 
di  0  )  di  ciascun  punto  m  della  tangente  cuspidale;  viceversa  adunque  (78) 
m  è  im  punto  doppio  della  conica  polare  di  o  (  relativa  alla  cubica  polare 
di  0  ).  Ossia:  la  rotta  che  tocca  la  prima  polaie  di  o  nella  cuspide  o',  con- 
siderata come  il  sistema  di  due  rette  coincidenti,  è  la  conica  polare  di  o 
rispetto  alla  cubica  polare  di  o. 

Le  rette  doppie  delP  involuzione  suaccennata  incontrino  la  tangente  cuspi- 
dale in  0| ,  o.j .  Siccome  o,  è  un  punto  doppio  sì  per  la  conica  polare  (sem- 
pre rispetto  alla  cubica  polare  di  6)  di  o,  che  per  la  conica  polare  rappre- 
sentata dalla  retta  oo\,  così  (78)  la  conica  polare  di  o,  avrà  un  punto  dop- 
pio in  0  ed  un  altro  sopra  o^o^,  vale  a  dire^  sarà  il  sistema  di  due  rette 
coincidenti.  Dunque  le  rette  oo.y,  oo^  costituiscono  separatamente  le  coniche 
polari  de' punti  Oj ,  o.,;  ossia: 

Se  la  prima  polaie  di  o  li  a  una  cuspide  o  ,  n  e  1 1  a  tan- 
gente cuspidale  esistono  due  punti  01,0.,^  i  quali  insie- 
me con  o  formano  un  triangolo,  tale  che  ciascun  lato 
considerato  come  due  rette  coincidenti  è  la  conica  pola- 
re del  vortice  opposto,  relativamente  alla  cubica  polare 
del    p  u  n  1  0  0' . 

80.  Consideriamo  ora  una  tangente  stazionaria  della  data  curva  C,,  ed  il 
relativo  pimto  di  conlatto  0  flesso  i.  Preso  un  polo  0  nella  tangente  staziona- 
ria e  considerala  questa  come  trasversale  (68),  tre  punii  a  sono  riimiti  nel 
flesso  (29)  ^opperò  questo  tien  luogo  di  due  centri  armonici  del  grado  n — 1 
e  di  un  centro  armonico  del  grado  n  —  2  (16).  Vale  a  dire  ^  la  prima  pola- 
re di  0  passa  per  i  ed  ivi  tocca  Cu  '■,  e  per  i  passa  anche  la  seconda  po- 
lare di  0. 

Come  adunque  per  i  passa  la  seconda  polare  d'  ogni  punlo  0  della  tan- 
gente stazionaria,  così  (  69 ,  a  )  la  conica  polare  di  t  conterrà  tutt'  i  punti 
della  tangente  medesima.  Duncpie  la  conica  polare  di  un  flesso  si 
d  e  e  0  m  j)  0  n  e  in  due  rette,  una  dello  (|  u  a  I  i  (>  la  rispettiva 
tangente    stazionaria. 

Se  i  è  il  punlo  comune  alle  due  rette  che  formano  la  conica  polare  del 
flesso  «,  la  prima  polare  di  t"  avrà  (78)  un  punto  doppio  in  i.  Ossia:  un 
flesso  della  curva  data  ti  un  punlo  doppio  di  una  prima  polare  ,  il  cui  polo 
giace  nella  tangente  stazionaria. 

Se  un  punto  p  appartiene  a  6',,  ed  ha  per  conica  polare  il  sistema  di 
due  rette,  esso  sarà  0  un  punto  doppio  0  un  flesso  della  curva  data.  Infatti: 
0  le  due  retto  passano  entrambe  per  p,  e  la  retta  polare  di  questo  punto  rie- 
sce indeterminata^  cioA  p  h  lu)  punlo  doppio  della  curva.  Ovvero,  una  sola 
delle  due  rette  passa  per  p,  ed  l'i  la  tangente  alla  curva  in  questo  punto  (71); 
luti"  i  punti  di  questa  retta  appartengono  alle    polari  (n — 1  )'""  ed  (u  — 2)'"" 
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(li  p ,  diiiKiiie  la  prima  e  la  seconda  polare  ili  ciascun  di  qua'  punti  passa  per 
p,  il  che  non  può  essere,  se  quella  retta  non  ha  in  p  un  conlatto  tripunlo 
colla  curva  data  (  16  ). 

81.  Siccome  ad  ogni  punto  preso  nel  piano  della  curva  fondamentale  C„ 
corrisponde  una  retta  polare ,  così  domandiamo  :  se  il  polo  percorre  una  data 
curva  Cn  d'ordine  m ,  di  qual  classe  è  la  curva  inviluppata  dalla  retta  pola- 
re? ossia,  quante  rette  polari  passano  per  un  arbitrario  punto  o,  ciascuna 
avente  un  polo  in  C,n?  Se  la  retta  polare  passa  per  o,  il  polo  è  (69,  a) 
neJla  prima  polare  di  o^,  la  quale  sega  C,,,  in  m{n  —  1  )  punti.  Questi  sono  i 
soli  punti  di  Ci,  le  rette  polari  de' quali  passino  per  o;  dunque:  se  il  polo 
percorre  una  curva  dell'  ordine  m ,  la  retta  polare  invi- 
luppa   una    curva    della    classe    m(n —  1). 

(a)  Per  in=l  si  ha:  se  il  polo  percorre  una  retta  i?  ^  la  retta  polare 
inviluppa  una  curva  della  classe  n —  1. 

(b)  Se  la  curva  fondamentale  ha  un  punto  (r)'''"<Z,  la  prima  polare  di  o 
passa  r  —  1  volte  per  d  (  73  )  ;  quindi ,  se  anche  jR  passa  per  quest'  ultimo 
punto,  la  prima  polare  di  o  segherà  R  in  altri  {n  —  1  )  —  (r  —  1  )  punti  ;  cioè 
Ja  classe  dell'  inviluppo  richiesto  sarà  n  —  r. 

(e)  Se  inolire  s  rami  di  C„  hanno  in  d  la  tangente  comune ,  questa  tocca 
ivi  s— 1  rami  della  prima  polare  di  o  (74);  onde,  se  iì  è  questa  tangen- 
te, le  rimanenti  sue  intersezioni  colla  prima  polare  di  o  saranno  in  numero 
(n—  !)  — (r— 1)  — (s—  1);  dunque  la  classe  dell' inviluppo  è  in  (juesto  caso 
n  —  (r-^s—  1  ). 

82.  Come  la  teoria  de'  centri  armonici  di  un  sistema  di  punii  in  linea 
retta  serve  di  base  alla  teoria  delle  curve  polari  relative  ad  una  curva  fonda- 
mentale di  dato  ordine  ,  così  le  proprietà  degli  assi  armonici  di  un  fascio  di 
rette  divergenti  da  un  punto  (19,  20)  conducono  a  stabilire  un' analoga  teoria 
di  inviluppi    polari    relativi  ad  una  curva  fondamentale  di  data  classe. 

Data  una  curva  A'  della  classe  m  ed  una  retta  R  nello  stesso  piano  ,  da 
un  punto  qualunque  p  di  R  siano  condotte  le  in  tangenti  a  £  ;  gli  assi  ar- 
monici, di  grado  r,  del  sistema  di  queste  m  tangenti  rispetto  alla  retta  fissa 
R  inviluppano,  quando  p  muovasi  in  R,  una  linea  della  classe  r.  Così  là 
retta  R  dà  luogo  ad  in — 1  i  n  v  i  I  u  ji  p  i  polari,  le  cui  classi  cominciano 
con  m — 1  e  finiscono  con  1.  L'inviluppo  polare  di  classe  più  alta  tocca  le 
rette  tangenti  a  K  ne'  punti  comuni  a  questa  linea  e  ad  /{ ;  onde  segue  che  R 
incontra  E  in  m{m  —  1)  punti,  cioè  una  curva  della  classe  m  è  ge- 
neralmente de  ir  0  rdin  e  Jìi(m  —  1  ).  Ma  questo  è  diminuito  di  due 
unità  per  ogni  tangente  doppia  e  di  tre  unità  per  ogni  tangente  stazionaria  di 
cui  sia  dotata  la  curva  fondamentale;  ecc.  ecc. 

AnT.  XIV.  TeoreaiJB  i-elaJivi  ai  sisleis»»  tìì  csir»*'. 

83.  Due  serie  di  curve  (34)  si  diranno  projcttive,  quando,  in 
virtù  di  una  qualsiasi  legge  data ,  a  ciascuna  curva  della  prima  serie  corrisponda 
una  sola  curva  della  seconda  e  reciprocamente. 

Una  serie  d'  indice  M  e  d'  ordine  ni  sia  projeltiva  ad  una  serie  d'  indice 
N  e  d'ordine  n;  di  quale  ordine  è  la  linea  luogo  delle  intersezioni  di  due 
curve    corrispondenti?  Ossia,  in    una    retta    trasversale    arbitraria    quanti   punti 


esistono,  per  ciascun  de' quali  passino  due  curve  corrispondenti  ?  Sia  a  un  punto 
qualunque  della  trasversale ,  pel  quale  passano  M  curve  della  prima  serie  ;  le 
AI  corrispondenti  curve  della  seconda  serie  incontreranno  la  trasversale  in  Mn 
punti  a'.  Se  invece  si  assume  ad  arbitrio  un  punto  a  nella  trasversale  e  si 
considerano  le  N  curve  della  seconda  serie  che  passano  per  esso  ,  le  N  corri- 
spondenti curve  della  prima  serie  segano  la  trasversale  in  iVm  punti  a.  Dunque 
a  ciascun  punto  a  (orrispondono  Mn  punti  a  ed  a  ciascun  punto  a  corrispon- 
dono Nm  punti  a.  Cioè^  se  i  punti  a,  a  si  riferiscono  ad  una  stessa  origine 
0  (fissata  ad  arbitrio  nella  trasversale),  fra  i  segmenti  oa ,  oa  avrà  luogo 
un'  equazione  di  grado  liln  rispetto  ad  oa  e  di  grado  Nm  rispetto  ad  oa.  Onde, 
se  a  coincide  con  a,  si  avrà  un'equazione  del  grado  Mn -h  Nm  in  oa ,  vale 
a  dire,  la  trasversale  contiene  Mn -i- Nm  punti  del  luogo  richiesto.  Abbiamo 
così  il  teorema  generale  (*)  : 

Date  due  serie  p  !•  o  j  e  1 1  i  v  e  di  curve,  1  '  u  n  a  d  '  i  n  d  i  e  e  Jf 
e  d'ordine  m ,  l'altra  d'indice  N  e  d'ordine  n,  il  luogo 
de'  punti  comuni  a  due  curve  corrispondenti  è  una  linea 
dell'  ordine    Mn  -4-  Nm. 

{ a  )  Per  M  =  N=  i  ,  questo  teorema  dà  V  ordine  della  curva  luogo  delle 
intersezioni  delle  linee  corrispondenti  in  due  fasci  projeltivi  (50).  E  nel  caso 
di  m  =  n  =  1   si  ha  : 

Se  le  tangenti  di  una  curva  della  classe  M  corrispon- 
dono projettiva  mente,  ciascuna  a  ciascuna,  alle  tangenti 
di  un'  altra  e  u  l' v  a  della  classe  N,  il  luogo  del  punto  co- 
mune a  due  tangenti  omologhe  ^  una  linea  dell'ordine  M-^  N. 

(b)  Analogamente  si  dimostra  quest'altro  teorema,  che  può  anche  con- 
chiudersi  da  lineilo  ora  enunciato,  in  virtù  del  principio  di  dualità: 

Se  a  ciascun  punto  di  una  data  e  u  r  v  a  d  '  o  r  d  i  n  e  3/  e  o  r- 
risponde,  in  forza  di  una  certa  legge,  un  solo  punto  di 
un'altra  curva  data  dell'  ordine  N,  e  reciprocamente,  se  ad 
ogni  punto  di  questa  corrisponde  un  so!  punto  di  quella, 
la  retta  che  unisce  due  punti  omologhi  inviluppa  una  curva 
della    classe    M  -\-  N. 

84.  Data  una  serie  d'  indice  iV  e  d'  ordine  n  ,  cerchiamo  di  ([uale  indice 
.sia  la  serie  delle  polari  (r)""  d'un  dato  punto  o  rispetto  alle  curve  della  se- 
rie proposta.  Quante  polari  sidiitte  passano  per  un  punto  (lualunque ,  ex.  gr.  per 
lo  stesso  punto  dato  o?  Le  sole  polari  passanti  pel  polo  o  sono  quelle  relative 
alle  curve  della  data  serie,  che  s'incrociano  in  o,  e  queste  sono  in  numero 
JV.   Dunque: 

Le  polari  (r)""  di  un  dato  punto,  rispetto  alle  curve 
d'ordine  n  d'una  serie  d'indice  N ,  formano  una  serie 
d'indice  N  e  d'ordine  n  —  r.  La  nuova  serie  (•  projettiva 
alla    prima. 

(a)  Per  N—\  si  ha:  le  polari  (  r  )'""  di  nn  dato  punto  rispetto  alle  curve 
di  un  fascio  formano  un  nuovo  fascio   projellivo  al   primo  (**). 


(*)  JoNfjL'iKHKS,  Thcorèines  généraux  eie.  p.   II". 

I**)  BOBiLLiEii,  necherclies  '  sur   le-i    lois  qui  r^gissenl  hjs  liijnfs  eie.     Aniiaics  .le  Cerooxnu  , 
l.   18,  Nismes  1827-28,  p.  256). 


(b)   Se  r  =■  n —  1,  si  ottiene  il  leorenia  : 

Le  rette  polari  d'un  punto  dato  rispetto  alle  curve 
d'  una  serie  d'  indice  N  inviluppano  una  linea  della  clas- 
se N. 

(e)  Ed  in  particolare,  fé  N^ì:  le  rette  polari  d'un  punto  dato  rispetto 
alle  curve  d'  un  fascio  concorrono  in  uno  slesso  punto  e  formano  una  stella 
proiettiva  al  fascio  dato. 

85.  Data  una  serie  d'indice  i\  e  d'ordine  n,  ed  un  punto  o^  si  consi- 
deri r  altra  serie  formata  dalle  prime  polari  di  o  relative  alle  curve  della  serie 
data  (  84  ).  I  punti  in  cui  una  delle  curve  d'  ordine  n  è  segata  dalla  relativa 
prima  polare  sono  anche  (70)  i  punti  ove  la  prima  curva  è  toccata  da  rette 
uscenti  da  o.  Siccome  poi  le  due  serie  sono  projettive ,  così  applicando  ad  esse 
il  teorema  generale  di  Joìsquières  (83),  avremo: 

Se  da  un  punto  o  si  conducono  le  tangenti  a  tutte  le 
curve  d'  ordine  n  d'  una  serie  d'  indice  N ,  i  punti  di  con- 
tatto giacciono    in    una    linea   dell'  ordine    iV(2n—  1). 

Essendo  il  punto  o  situato  in  N  curve  della  data  serie,  la  curva  luogo 
de'  contatti  passerà  N  volte  pel  punto  medesimo  ed  ivi  avrà  per  tangenti  le 
rette  che  toccano  le  N  cuive  preaccennate.  Ogni  retta  condotta  per  o  incon- 
trerà quel  luogo  in  altri  2iV(n—  1)  punti,  dunque: 

Fra  le  curve  d'ordine  n  d'una  serie  d'  indice  iV  ve 
ne    sono    2iV(n  —  1)    che    toccano  una  retta  qualsivoglia  data. 

Se  iV=  1,  si  ricade  nel  teorema  (49). 

86.  Data  una  serie  d'  indice  iV  e  d'  ordine  n,  di  quale  ordine  è  il  luogo 
di  un  punto ,  pel  quale  una  retta  data  sia  la  polare  rispetto  ad  alcuna  delle 
curve  della  serie?  Cerchiamo  quanti  siano  in  una  retta  qualunque,  ex  gr.  nella 
stessa  retta  data,  i  punti  dotati  di  quella  proprietà.  I  soli  punti  giacenti  nella 
propria  retta  polare  sono  quelli  ove  la  retta  medesima  tocca  curve  della  data 
serie.  Onde,  pel  teorema  precedente,  avremo: 

Il  luogo  dei  poli  di  una  retta  data,  rispetto  alle  cui- ve 
d'ordine  n  d'una  serie  d'indice  N,  è  una  linea  dell'or- 
dine   2ìY(m—  1  ). 

Quando  è  N  =^  l  ,  in  causa  del  teorema  (84,  e),  un  punto  a  apparterrà 
al  luogo  di  cui  si  tratta,  se  le  sue  rette  polari  relative  alle  curve  date  concor- 
rano in  un  punto  b  della  retta  data.  Ma,  in  tal  caso,  le  prime  polari  di  b 
passano  per  a  (69,  a);  dunque   (*)  : 

Dato  un  fascio  d'  ordine  n ,  le  prime  polari  d'  uno  stesso  punto  rispetto 
alle  curve  del  fascio  formano  un  nuovo  fascio.  Se  il  polo  percorre  una  retta 
fissa  ,  i  punti-base  del  secondo  fascio  generano  una  linea  delP  ordine  2  (  n  —  1  ), 
che  è  anche  il  luogo  dei  poli  della  retta  data  rispetto  alle  curve  del  fascio 
proposto. 

87.  Quale  è  il  luogo  di  un  punto  che  abbia  la  slessa  retta  polare  rispetto 
ad  una  data  curva  C„  d'ordine  n  e  ad  alcuna  delle  curve  C,  d'una  data  se- 
rie   d'indice   JII F  j'er  risolvere  il  problema,  cerchiamo  quanti  punti  del  luogo 


*)    BOEILLIEK  .    ihidO: 
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richiesto  siano  contenuti  in  una  trasversale  assunta  ad  arbitrio.  Sia  a  un  punto 
qualunque  della  trasversale;  A  la  retta  polare  di  a  rispetto  a  C„.  Il  luogo  dei 
poli  della  retta  A  rispetto  alle  curve  C„,  è  (  86  )  una  linea  delT  ordine  23/ (m —  1  ) , 
che  segherà  la  trasversale  in  23/ (  m —  1)  punti  a',  (leciprocamente  :  assunto 
ad  arbitrio  un  punto  a  nella  trasversale,  le  rette  polari  di  a  rispetto  alle  curve 
C,„  formano  (84,  b)  una  curva  della  classe  M,  la  quale  ha  3/(n— 1)  tan- 
genti comuni  colla  curva  di  classe  n  —  1  inviluppo  delle  rette  polari  de'  punti 
della  trasversale  relative  a  C,,  (81,  a).  Queste  M(n — 1)  tangenti  comuni 
sono  polari,  rispetto  a  C„ ,  d' allrettanii  punii  a  della  trasversale.  Cosi  ad  ogni 
punto  a  corrispondono  23/ (  m  —  1  )  punti  a  ed  a  ciascun  punto  a  corrispondono 
M{n  —  l)  punti  a;  dunque  (  83  )  vi  saranno  23/ (m  —  1  )  H-  3/(n—  t  )  punti  a, 
ciascuno  de' quali  coinciderà  con  uno  de'  corrispondenti  a.  Per  conseguenza: 
Il  luogo  di  un  punto  avente  la  stessa  retta  polare, 
rispetto  ad  una  data  curva  d'  ordine  n  e  ad  alcuna  delle 
curve  d'  una  serie  d'  indice  3/  e  d'  ordine  m ,  è  una  linea 
dell'  ordine    3/  (  n  -t-  2m  —  3  ). 

(a)  Se  la  data  curva  C„  ha  un  punto  doppio  d  (ordinario  o  stazionario), 
la  retta  polare  di  questo  punto  rispetto  a  C,,  è  indeterminala  (72),  onde  può 
assumersi  come  tale  la  tangente  a  ciascuna  delle  3/  curve  C,,,  passanti  per  d. 
Dunque  la  curva  d'  ordine  31  (  n  -t-  2jn  —  3  ) ,  che  indicheremo  con  K ,  passa 
M  volle  per  ciascuno  de'  punii  doppi  ordinari  o  stazionari   della  curva  C„- 

(b)  Sia  d  un  punto  stazionario  di  C„  e  si  applichi  alla  tangente  cuspidale 
T  il  ragionamento  dianzi  fatto  pei'  un' arbitrai'ia  trasversale.  Se  si  ritiene  che, 
nel  caso  attuale  ,  1'  inviluppo  delle  rette  polari  de'  punti  di  T  rispetto  a  Cn  è 
della  classe  n  —  3  (  8 1  ,  e  ) ,  talchi^  ad  ogni  punto  a  corrisponderanno  M {n  —  3  ) 
punii  a,  si  vedrà  che  la  retta  T,  prescindendo  dal  punto  rf,  incontra  la  curva 
K  in  3/(«-i-2m  —  5)  punti,  ossia  il  punto  d  equivale  a  23/  intersezioni  di 
K  e  T.  Per  conseguenza  (32)  in  d  sono  riuniti  33/  punii  comuni  alle  linee  E  e  Ci- 
le) Di  qui  s'  inferisce  che,  se  la  data  curva  C,,  ha  5  punii  doppi  e  x  cuspidi, 

essa  sarà  incontrala  dalla  linea  K  in  altri  3/ |  n  (  n-h  2m  —  3) —'2d  —  3x  [ 
punti.  Ma  questi ,  in  virtù  della  definizione  della  linea  K ,  sono  i  punti  ove  Cn 
?  toccata  da  curve  della  data  serie;  dunque: 

In    una    serie    d'indice    31   e    d'ordine    ni    vi    sono 
3/jn(n-i-2m  —  3)  —  2^  —  3^(   curve  che  toccano  una  data  linea 
d'  ordine    n,    dotata    di    8    punti    doppi   e    x    cuspidi  (*). 

(  d  )  Per  31  =  ìn=  l   si  ha  : 

Il  numero  delle  rette  tangenti  che  da  un  dato  punto  si 
possono  condurre  ad  una  e  urva  d'  ordine  Ji^  a  venie  Spunti 
doppi  e  X  cuspidi,  (^  n  {n  —  ì  )  —  2$  —  3>e:  risultato  già  ottenuto  al- 
trove (74  ,  e). 

88.  In  un  fascio  d'  ordine  m  quante  sono  le  curve  dolale  di  un  punto 
doppio?  Assumi  ad  arbitrio  tre  punti  o ,  o  ,  o"  (non  situali  in  linea  retta),  le 
Inio  prime  polari  lelalivc  alle  curve  del  dato  fascio  formano   (84,  a)   Ire  altri 


(*)  BiscHOFF,  Einigc  Sàtze  uber  die    Tnngentcn    algcbraischer  Curven  ^Giornale  Crelle-Bor- 
ciiARDT,  t.  56,  Berlino  Ì8i9,  p.  172).  —  JonqiJièhks,   Tliéorèmes  ycnéraux  eie.  p.   120. 
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fasci  pi'ojetlivi  d'  ordine  m  —  \  ,  ne'  quali  fi  considerino  come  curve  corrispon- 
denti le  polari  di  o,  o' ,  o"  rispetto  ad  una  slessa  cnrva  del  fascio  proposto. 
Se  una  delle  curve  date  lia  un  punto  doppio,  in  esso  s' iniersecano  le  tre  cor- 
rispondenti prime  polari  di  o,  o' ,  o"  (73).  Dunque  i  punti  doppi  delle  curve 
del  dato  fascio  sono  que'  punti  del  piano ,  pei  quali  passano  tre  curve  corri- 
spondenti de'  tre  fasci  projettivi  di  prime  polari. 

Ora,  il  primo  ed  il  secondo  fascio,  colle  mutue  intersezioni  delle  linee 
corrispondenti,  generano  (50)  una  curva  d'ordine  2  (  ??j  —  1  )  ;  ed  un'altra 
curva  dello  stesso  ordine  è  generala  dal  primo  e  terzo  fascio.  Queste  due  curve 
passano  entrambe  per  gli  (m— ])-  punti-base  del  primo  fascio  di  polari;  ep- 
però  esse  si  segheranno  in  altii  3(m  — 1)-  punti,  i  quali  sono  evidentemente 
i  richiesti.  Cioi^  : 

Le  curve  d'ordine  in  di  un  fascio  hanno  3  (  m  —  ì  y^ 
punti    doppi. 

(a)  Le  curve  date  si  tocchino  fra  loro  in  un  punto  o^  talché  una  di  esse, 
Ci„  ,  abbia  ivi  un  punto  doppio  (47).  Il  punto  o'  sia  preso  nella  tangente  co- 
mune alle  curve  date^  ed  o'  sia  affatto  arbitrario.  Le  prime  polari  di  o  re- 
lative alle  curve  del  fascio  proposto  passano  tutte  per  o^  ivi  toccando  oo'  (71); 
ed  una  di  esse,  quella  che  si  riferisce  a  C,„,  ha  in  o  un  pimlo  doppio  (7-2|. 
Anche  le  polari  di  o  passano  tutte  per  o  (70);  ma  fra  le  polari  di  o"  una 
sola  passa  per  o,  quella  cioè  che  corrisponde  a   C,n   (73). 

Le  polari  di  o  e  quelle  di  o'  generano  una  curva  dell'ordine  2(m— 1), 
per  la  quale  o  è  un  punto  doppio  ed  oo'  una  delle  relative  tangenti  (52,  a). 
E  le  polari  di  e  con  quelle  di  o"  generano  un'  altra  curva  dello  slesso  ordi- 
ne, anch'essa  passante  due  volte  per  o  (51,  b).  Dunque  il  punto  o,  doppio 
per  entrambe  le  curve  d'ordine  2  (m— 1  ),  equivale  a  quattro  intersezioni. 
In  0  le  polari  di  questo  punto  si  toccano^  epperò  gli  altri  punti-base  del  fa- 
scio da  esse  formato  sono  in  numero  (  m  —  1  )-  —  2.  Oltre  a  questi  punti  e 
ad  oje  due  curve  d' ordine  2  (  jn— 1  )  avranno  4  (?n  — 1)-  — 4  — J  (m— 1)-— 2  ( 
=  3(w— 1)"-  — 2  intersezioni  comuni. 

Dunque  il  punto  o,  ove  si  toccano  le  curve  del  dato  fascio,  conia  per 
due   fra  i  punii  doppi  del  fascio  medesimo. 

(b)  Suppongasi  ora  che  nel  dato  fascio  si  trovi  una  curva  C,„  dolala  di 
lina  cuspide  o.  Sia  o'  un  punto  preso  nella  tangente  cuspidale^  ed  o"  un  altro 
punto  qualsivoglia.  Le  prime  polari  di  o  rispetto  alle  curve  date  formano  un 
fascio,  nel  (|uale  v'ha  una  curva  (  la  polare  relativa  a  C,,,)  avente  una  cuspi- 
de in  0  colla  tangente  oo'  (72).  Alla  (piale  curva  corrispondono,  nel  fascio 
delle  polari  di  o,  una  curva  passante  due  volte  per  o  (78,  a),  e  nel  fascio 
delle  polari  di  o",  una  curva  passante  per  o  ed  ivi  toccante  oo'  (  74 ,  e  ).  Perciò 
il  primo  ed  il  secondo  fascio  generano  una  curva  d'ordine  2(m— 1),  per 
la  quale  o  è  un  punto  doppio  (51,f);  mentre  il  primo  ed  il  terzo  fascio 
danno  nascimento  ad  una  curva  di  quello  slesso  ordine,  passante  semplicemen- 
te per  0  ed  ivi  toccante  la  retta  oo  (51,  g).  Queste  due  curve  hanno  adun- 
que due  punti  comiuìi  riuniti  in  o;  talché,  astraendo  dagli  {m—I)-  punti- 
base    del    primo  fascio,   le  rimanenti  intersezioni  saranno  3()?»— 1)-  — 2. 

Ossia:  se  in  un  fascio  v'ha  una  curva  dolala  di  una  cuspide,  questa 
conta  per  due  fra  i  punti  doppi  del  fascio. 

(e)   Da  ultimo  supponiamo  che  tutte  le  curve  del  fascio  proposto  passino 
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per  0,  cuspide  di  C,,,-  Sia  ancora  6  un  punto  della  tangente  cuspidale  di 
Ci,  e  si  prenda  o"  nella  retta  che  tocca  in  o  tutte  le  altre  curve  del  fascio. 
Le  polari  di  o  passano  per  questo  punto,  toccando  ivi  oo"  ed  una  fra  esse, 
quella  relativa  a  C,„,  ha  una  cuspide  in  o  colla  tangente  oo  (71,72)  Le 
polari  di  o"  passano  anch'esse  per  o  (70);  ma  una  sola,  quella  che  si  riferi- 
sce a  C,„,  tocca  ivi  oo  (74,  e).  E  fra  le  polari  di  o,  soltanto  quella  che  è 
relativa  a  C,,,  passa  per  o,ed  invero  vi  passa  due  volte  (78,  a).  Donde  segue 
che  le  polari  di  o  ed  o"  generano  una  curva  d'ordine  2(m— I),  per  la 
quale  o  è  un  punto  doppio  colle  tangenti  oo ,  oo"  (52,  a);  e  le  polari  di  o 
ed  0  generano  un'altra  curva  dello  stesso  ordine^  cuspidata  in  o  colla  tan- 
gente oo'  (51,  e).  Pertanto  le  due  curve  così  ottenute  hanno  in  o  un  punto 
doppio  ed  una  tangente  [od)  comune,  ossia  hanno  in  o  cinque  intersezioni 
riunite  (32).  Messi  da  parte  il  punto  o,  nel  quale  tutte  le  polari  del  primo 
fascio  si  toccano,  e  gli  altri  (ni— 1)-  — 2  punti-base  del  fascio  medesimo, 
il  numero  delle  rimanenti  intersezioni  delle  due  curve  d'  ordine  2  (  m  —  1  ) 
sarà  3  (  m  —  1  )^  —  3. 

Dunque  il  punto  o  comune  a  lulte  le  curve  del  fascio  proposto,  una 
delle  quali  è  ivi  cuspidata,  conta  per  tre  fra  i  punti  doppi  del  fascio  me- 
desimo. 

(d)  Applicando  il  teorema  generale  (  dimostralo  al  principio  del  presente 
n.°  )  al  fascio  delle  prime  polari  de' punti  di  una  data  retta  (77),  rispetto 
ad  una  curva  C„  d'  ordine  n ,  si  ha  : 

In  una  retta  qualunque  vi  sono  3(}i— 2)"-  punti,  ciascun 
de'  quali  ha  per  prima  polare,  rispello  ad  una  data  li- 
ne a    dell'  ordine   n ,    una    curva    dotata    di    un   punto   doppio. 

0  in  altre  parole^  avuto  anche  riguardo  al  teorema  (78): 

Il  luogo  dei  poli  delle  prime  polari  dotate  di  punto 
doppio,  rispetto  ad  una  data  linea  d'ordine  n,  ossia  il 
luogo  de'punti  dM  n  crocia  me  nto  di  quelle  coppie  di  rette 
che  costituiscono  coniche  polari,  è  una  e  u  i-  v  a  d  e  1  P  o  r- 
dine    3(n  — 2  )^. 

Questo  luogo  si  chiamerà  curva  Slcineriana  (*)  della  curva  fondamen- 
tale C„ . 

(e)  Se  la  curva  fondamentale  ha  una  cuspide  r/,  ogni  pnnto  della  tangen- 
te cuspidale  è  polo  di  una  prima  polare  avente  un  punto  doppio  in  d  (78,  a). 
Perciò  la  tangente  medesima  farà  parte  della  Slcineriana. 

89.  Le  rette  polari  di  un  punto  fìsso  rispetto  alle  curve  d'  un  fascio 
passano  tutte  per  un  altro  punto  fisso  (84,  e).  Se  si  considera  nel  fascio  una 
curva  dotala  di  un  punto  doppio  d ,  la  retta  polare  di  d  rispetto  a  questa 
curva  i"  indeterminata  (  72  )  ;  lalchf^  le  rette  polari  di  d,  relativamente  a  tutte 
le  altre  curve  del  fascio,  si  confonderanno  in  una  retta  unica.  Vale  a  dire: 

I  )iunti  doppi  delle  curve  d'un  fascio  godono  della 
proprietà  che  ciascun  d'  essi  ha  la  stessa  retta  polare 
rispetto    a    tulle    le    curve    del    fascio. 


*)  D.il   nomo  del  grande  gennielia  alem.iiiim  cbe  piimo,  .1  ini.?iilo  io  «0,  In  fece  coiìosccre. 
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Di  qni  s'  iiifcJ-isce  che  (  86  )  : 

Il  luogo  dei  poli  di  una  retta  rispetto  alle  curve  di 
un  fascio  d'ordine  m  ò  una  linea  dell'  ordine  2  {  m  —  1  ) 
passante    pei    3(jn— 1)'^    punii    doppi    del    fascio. 

E  il  luogo  di  un  punto  avente  la  stessa  retta  polare,  rispello  ad  una 
data  curva  C„  e  alle  curve  C,„  d'un  fascio,  è  (87)  una  curva  dell'ordine 
n -i- 2m  —  3  passante  pei  3(m — 1  )-  punti  doppi  del  fascio.  Pertanto  questi 
punii  e  quelli  ove  C,,  è  toccala  da  alcuna  delle  C,„  giacciono  tutti  insieme 
neir  anzidetta  curva  d'  ordine  n  -ì-  2m  —  3.  In  particolare  : 

Una  retta  data  è  toccata  da  2(wi  —  1)  curve  d'  un  dato 
fascio  d'ordine  ni.  I  2  (  jn  —  1  )  punti  di  e  o  n  l  a  1 1  o ,  insieme 
coi  3(m  —  1)'^  punti  doppi  del  fascio,  giacciono  in  una  cur- 
va dell'ordine  2(m—  1),  luogo  dei  poli  della  reità  data 
rispetto    alle    curve    del    fascio. 

90.  Dati  due  fasci  di  curve  _,  i  cui  ordini  siano  m  ed  m^,  vogliamo  in- 
dagare di  qual  ordine  sia  il  luogo  di  un  punto  nel  quale  una  curva  del  primo 
fascio  tocchi  una  curva  del  secondo.  Avauli  tutto ^  è  evidente  che  il  luogo  ri- 
chiesto passa  per  gli  m"- -f- tni"-  punti-base  dei  due  fasci;  perchè,  se  a  è  un 
punto-base  del  primo  fascio,  per  esso  passa  una  curva  del  secondo,  alla  qua- 
le condotta  la  tangente  in  a^  vi  è  una  certa  curva  del  primo  fascio,  che 
tocca  questa  reità  nel  punto  medesimo  (  46  ).  Osservisi  poi  che  una  curva  del 
primo  fascio  è  toccata  dalle  curve  del  secondo  in  m{m-f-2m^  —  3)  punti  (87); 
laonde  quella  curva  del  primo  fascio  ^  oltre  agli  nr  punti-base  ,  contiene 
m  (>HH-2>Hi  —  3  )  punti  del  luogo  richiesto,  cioè  in  tutto  m  (  2m-:-2mj  — 3  ) 
punti.  Dunque  il  luogo  di  cui  si  tratta  è  dell'ordine  2(m-!-mi)  —  3;  es- 
so passa  non  solo  pei  punti-base  dei  due  fasci,  ma  anche  pei  loro 
3  (m — 1)"^-?-3  (nii  —  1  )-  punti  doppi  (88)^  perchè  ciascuno  di  questi  equi- 
vale a  due  intersezioni  di  una  curva  dell' un  fascio  con  una  dell'altro.  Abbia- 
mo così  il  teorema  : 

Dati  due  fasci  di  curve,  le  une  d'ordine  ni .  1  e  a  1 1  r  e 
d  '  ordine  wij ,  i  punti  di  contatto  delle  une  colle  altre  so- 
no in  una  linea  dell'  ordine  2  (  m  -+-  m  ;  )  —  3  ,  e  li  e  passa  pei 
p  u  u  l  i  -  b  a  s  e    e    pei    punti    doppi    dei    due    fasci. 

(a)  Suppongasi  che  le  curve  dei  due  fasci  siano  prime  polari  relative  ad 
una  data  curva  fondamentale  C„  d'ordine  ?ì,  cpperò  pongasi  m^?n|=:n — 1. 
I  punti-base  de' due  fasci  sono  i  poli  di  due  rette  (77),  talché  giacciono 
tutti  insieme  nella  prima  polare  del  punto  comune  a  queste  rette  medesi- 
me (69,  a):  vale  a  dire,  i  due  fasci  hanno,  in  questo  caso,  una  curva  co- 
mune. Tale  curva  comune  fa  evidentemente  parte  del  luogo  dianzi  determinalo, 
onde,  astraendo  da  essa,  rimane  una  curva  dell'  ordine  4  (n — 1  )~3  —  (n — 1  ) 
:=3(h  —  2),  passante  pei  punti  doppi  de' fasci  dati  ^  qual  luogo  de' punti  di 
coniano  fra  le  curve  dell'  uno  e  le  curve  dell'  altro  fascio.  Questa  ciu-va  del- 
l'ordine  3{n  —  2)  non  cambia,  se  allri  fasci  di  prime  polari  sostiluiscansi 
ai  due  dati;  infatti,  siccome  tulle  le  prime  polari  passanti  per  un  dalo  punto 
hanno  altri  {n  —  1  )"- — 1  punii  comuni  e  formano  un  fascio  (77,3)^  così, 
se  due  prime  polari  si  toccano  in  quel  punto,  anche  tulle  le  altre  hanno  ivi 
la  slessa  tangente. 

Di  qui  s'  inferisce  che  la   curva  luogo  de'  punti  di   contano  fra  due  prime 
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polari  contiene  i  punti  doppi  di  tutti  i  fasci  di  prime  polari^  e  per  conseguen- 
za, avuto  riguardo  al  teorema  (78),  è  anche  il  luogo  dei  poli  di  quelle  co- 
niche polari  che  si  risolvono  in  due  rette.   Cioè  : 

11  luogo  di  un  punto  nel  quale  si  tocchino  due  (ep- 
però  infinite)  prime  polari  relative  ad  una  data  curva 
d'ordine  n,  è  una  linea  dell'ordine  3  {  n  —  2),  la  quale 
può  anche  definirsi  come  luogo  dei  punti  doppi  delle  pri- 
me polari,  e  come  luogo  di  un  polo  la  cui  conica  polare 
sia    una    coppia    di    rette. 

A  questa  linea  si  dà  il  nome  di  Uessiana  della  data  curva  fondamentale  , 
perchè  essa  offre  1'  interpretazione  geometrica  di  quel  covariante  che  Svlvester 
chiamò  Hessiano  (  dal  nume  del  sig.  Hesse  ) ,  cioè  del  determinante  formato 
colle  derivale  seconde  parziali  di  una  data  forma  omogenea  a  tre  variabili   (*). 

(b)  I  punti  in  cui  si  segano  le  prime  polari  di  due  punti  o,  o'  sono  i 
poli  della  retta  oo'  (77);  talché,  se  le  due  prime  polari  si  toccano,  la  ret- 
ta 00  ha  due  poli  riuniti  nel  punto  di  conlatto.  Se  adunque  conveniamo  di 
chiamar  congiunti  gli   (n — 1  )'-  poli  di  una   medesima  retta,  potiemo  dire: 

L'Hessiana  è  il  luogo  di  un  polo  che  coincida  con 
uno    de'  suoi    poli    congiunti. 

(e)  Cliiaraate  indicatrici  di  un  punto  le  due  rette  tangenti  che  da  esso 
ponno  condursi  alla  sua  conica  polare,  si  ottiene  quest'altro  enunciato: 

La  curva  fondamentale  e  l'Hessiana  costituiscono  in- 
sieme il  luogo  di  un  punto,  le  due  indicatrici  del  quale 
si    confondono    in    una    retta    unica. 

91.  Dati  tre  fasci  di  curve,  i  cui  ordini  siano  m,  ,  m.^,  m-,  in  quanti  punii 
queste  si  toccano  a  tre  a  tre?  I  punti  in  cui  si  toccano  a  due  a  due  le  cur- 
ve de' primi  due  fasci  sono  (90)  in  una  linea  dell'ordine  ^  {m^-^-m.^)  —  3; 
ed  analogamente  il  luogo  de'  punti  di  contatto  fra  le  curve  dei  primo  e  le 
ciuve  del  terzo  fascio  è  un'altra  linea  dell'ordine  2  (m^-t-m^)  —  3.  Le  due 
linee  hanno  in  comune  i  punti-base  ed  i  punti  doppi  del  primo  fascio,  cioè 
m^|-h3{»i,  —  I  )-  punti  estranei    alla    questione,  talché  esse    si  segheranno   in 


litri 


»i., 


})  (2  (  m,  +  m,  )  -  3)  -  (m^  -+-  3  (  m,  -  1  )2) 


=:  4  (m.,m-  -H  »n-nii  -f-  wiinio  )  —  6  (  m,  -t-  nij  -+-  m-  —  1  )  punti.  E  questi  sono 
evidentemente  i  richiesti. 

(  a  )   Posto  m-  =  I  5  si  ha  : 

Le  tangenti  comuni  n  e '  p  u  n  t i  ove  si  toccano  le  curve 
di  due  fasci^  i  cui  ordini  siano  mi,  m.,  ,  inviluppano  una 
linea    della    classe  4m|ni2  —  2(m, -t- m.^). 

(  b  )  Se  le  curve  de'  due  fasci  sono  prime  polari  relative  ad  una  data  li- 
nea C„  d'ordine  n,  onde  mi  :=  m,  r=  n — 1,  i  due  fasci  haimo  una  curva 
comune     (90,  a)    la    quale    è    dell'ordine    n— 1,    epperò    (70)    della    clas- 


(*)  Sylvester  ,  On  a  theory  of  the   syzygetic   relations  of  tuo  rationat  integrai  functivnf 
(  PliUosopliical  Transactions,  voi.   143,  part  3,   London   1833,  p.  Hi;. 
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se    (« —  !)(« — 2).   E    evidente    che    questa    curva    fa    parte    dell'  inviluppo 
dianzi    accennalo;    laiche    questo    conterrà    inoltre    una    curva    della    classe 
3  (  n  —  1  )  (  n  —  2  ) ,  cioè  : 

Le  tangenti  con)  uni  ne'  punti  di  contatto  fra  le  pri- 
me polari  relative  ad  una  data  curva  d'  ordine  n  invi- 
luppano   una    linea    della    classe     3(n — !)(«  —  2)    (*). 


Abt.  XV.  Reti  goonietriclie. 

92.   Il  completo  sistema  delle  linee  d'ordine  m  soggette  ad   ^ 2 

condizioni  comuni  chiamasi  rete  geometrica  d'  ordine  m ,  quando  per 
due  punti  presi  ad  arbitrio  passa  una  sola  linea  del  sistema,  vale  a  dire, 
quando  le  linee  del  sistema  passanti  per  uno  stesso  punto  arbitrario  formano  un 
fascio  (**). 

Per  esempio ,  le  prime  polari  relative  ad  una  data  curva  d'  ordine  n  for- 
mano una  rete  geometrica  d'ordine  n  —  1  (7  7,  a);  anzi,  molle  proprietà  di 
quelle  si  possono  applicare,  colle  identiche  dimostrazioni,  ad  una  rete  qual- 
sivoglia. 

Due  fasci  d'  ordine  m  i  quali  abbiano  una  curva  comune ,  ovvero  tre  curve 
d'ordine  m  le  quali  non  passino  per  gli  stessi  m-  punti ,  determinano  una  rete 
geometiica  d'ordine  m   (77,  a!. 

II  luogo  di  un  punto  nel  quale  si  tocchino  due  (epperò  infinite)  curve 
d'  una  data  rete  d'  ordine  m.  è  una  linea  dell'  ordine  3  (  j»  —  1  ).  Questa  linea  , 
che  può  chiamarsi  l' Hessiana  della  rete ,  è  anche  il  luogo  de' punti  doppi  delle 
curve  della  rete   (90,   a  ). 

Le  tangenti  comuni  ne'  punti  di  contatto  fra  le  curve  della  rete  invilup- 
pano una  linea  della  classe  3m  (  m  —  1  )   (91  ,  b). 

(a)  Supponiamo  che  tutte  le  curve  di  una  data  rete  abbiano  un  punto  co- 
mune a.  Condotta  una  retta  A  per  a,  sia  a  il  punto  di  .4  infinitamente  vicino 
ad  a;  infinite  curve  della  lete  passeranno  per  a'  (cioè  toccheranno  la  retta  A 
in  a),  formando  un  fascio.  E  condotta  per  a  una  seconda  retta  ^j,  nella  quale 
sia  flj  il  punto  successivo  ad  a,  vi  sarà  una  (ed  una  sola)  curva  della  rete  che 
passi  per  a  e  per  a,,  cioè  che  abbia  un  punto  doppio  in  a.  Dunque:  allorché 
tutte  le  curve  di  una  rete  hanno  un  punto  comune ,  una  di  esse  ha  ivi  un  punto 
doppio,  e  quelle  che  nel  punto  medesimo  toccano  una  stessa  retta  formano  un 
fascio. 

(b)  Suppongasi  in  secondo  luogo  che  tutte  le  curve  di  una  data  rete  ab- 
biano un  punto  comune  a  ed  ivi  tocchino  una  stessa  retta  T.  Condotta  ima  retta 
A  ad  arbitrio  per  a,  vi  saranno  infinite  curve  della  rete  passanti  pel  punto 
di    A    successivo    ad  a ,  e  tali  curve  formeranno  un  fascio.  Ciascuna  di  esse  è 
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incontrata  sì  da  T  che  da  A  in  due  punti  riuniti  in  a^  cioè  per  esse  questo 
punto  è  doppio;  talché  quel  fascio  non  cambia  col  mutarsi  della  retta  A  intorno 
ad  a.  Fra  le  curve  del  fascio,  due  sono  cuspidate  in  a  (48),  ed  una  di  que- 
ste ha  per  tangente  cuspidale  la  retta  T.  Ed  invero  qnesl'  ultima  curva  è  in- 
dividuata dal  dover  incontrare  T  in  tre  punti  ed  A  in  due  punti ,  tutti  coinci- 
denti in  a. 

93.  Date  tre  curve  C,  C ,  C"  ,  s''  ordini  delle  quali  siano  ri>pettivaniente 
m ,  in  ,  m",  proponiamoci  di  determinare  il  luogo  di  un  punto  le  cui  rette  po- 
lari ,  rispetto  a  quelle  curve ,  concorrano  in  uno  stesso  punto  ;  ossia ,  con  al- 
tre parole  (69,  a),  il  luogo  di  un  punto  nel  quale  si  seghino  le  prime  polari 
di  uno  stesso  punto  relative  alle  curve  date.  A  tal  uopo  procederemo  così:  per 
un  punto  0  fissato  ad  arbitrio  si  conduca  una  retta  L  e  si  determinino  i  punti 
dotati  della  proprietà  che  in  ciascun  d'  essi  concorrano  le  prime  polari  di  uno 
slesso  punto  di  L;  indi,  falla  girare  questa  retta  intorno  ad  o,  si  otterranno 
tutt'  i  punii  del  luogo  richiesto. 

Le  prime  polari  de'  punti  di  L  rispetto  alle  curve  C,  C  formano  due 
fasci  projettivi  (77),  onde  le  curve  corrispondenti,  cioè  le  polari  di  uno  stesso 
punto  di  £,  si  segheranno  ne' punti  di  una  curva  E  dell'ordine  m -r- m'  —  2 
passante  pei  punti  delle  basi  de'  due  fasci.  E  qui  si  noti  che  la  base  del  primo 
fascio  è  formala  dagli  [m  —  I  )"-  punti  ne' quali  la  prima  polare  di  o  rispetto 
a  C  sega  la  prima  polare  di  un  altro  punto  quahmque  di  L  rispetto  alla  curva 
medesima.  Così  abbiamo  otleouto  la  curva  È' ,  luogo  di  un  punto  pel  quale 
passino  le  prime  polari ,  relative  afe  C ,  di  uno  stesso  punto  di  L. 

Ogni  retta  L  condotta  pel  punto  fisso  o  individua  una  curva  A".  Di  tali 
curve  K'  ne  passa  una  sola  per  un  punto  qualunque  p.  Infatti,  se  per  p  de- 
vono passare  le  prime  polari  relative  a  C  e  C,  il  polo  sarà  l'intersezione  p' 
delle  rette  polari  di  p  (69;,  a);  il  punto  p'  determina  una  retta  L  passante 
per  o,  e  questa  individua  la  curva  K'  passante  per  p.  Dunque,  variando  /. 
intorno  ad  o,  la  curva  K'  genera  un  fascio  (41). 

Ora,  se  alla  curva  C'  si  sostituisce  C",  la  retta  L  darà  luogo  analoga- 
mente ad  una  curva  K'  d'ordine  m -i- m"  —  2,  la  quale  passerà  per  gli 
stessi  {m — 1  )-  punti-base  del  primo  fascio,  che  ha  servilo  per  generare  an- 
che K.  Variando  L  intorno  ad  o,  le  corrispondenti  curve  K"  formano  un  fa- 
scio. 1  due  fasci  formali  dalle  curve  E',  E"  sono  projettivi  fra  loro  ,  perchè 
ciascun  d'  essi  è  projellivo  al  fascio  di  rette  L  passanti  per  o.  Laonde  quei 
due  fasci ,  I'  uno  dell'  ordine  m  -ì-  m'  —  "2  ,  1^  altro  dell'  ordine  m  -+-  m" —  2  , 
genereranno  una  curva  dell'ordine  2m-:-m'-i-m"  —  4  (50).  Siccome  però  due 
curve  corrispondenti  E,  E'  hanno  sempre  in  comune  (m — 1  )-  punti  situati 
in  una  curva  fissa  dell'ordine  m — 1  (la  prima  polare  del  punto  o  rispet- 
to a  C) ,  così  gli  altri  (  m  -i-  m  —  2  )  (  m  ■+■  m"  —  2  )  —  (  m  —  1  )- 
=  m'm"  -t-  m"m  -h  min'  —  2(  m  -rm'  -r-  m"  )  -4-  3  punti  comuni  alle  omologhe 
curve  E' ,  E"  genereranno  una  curva  dell'ordine  2m-<-m'  -r-  m"  —  4  —  (m — 1) 
:=  m -.- m'  ■+ m"  —  3   (50,  a).  E  questo  è  evidentemente  il  luogo  richiesto. 

Questa  curva  si  chiamerà  la  Jacobiana  delle  tre  curve  date  (*). 
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Se  le  tre  curve  date  passano  per  uno  stesso  punto  a,  le  rette  polari  di 
questo  passano  per  esso  medesimo  ;  dunque ,  se  le  curve  C,  C ,  C"  hanno  pun- 
ti comuni  a  tutte  e  tre,  questi  sono  anche  punti  della  loro  Jacobiana. 

Se  una  delle  curve  date,  per  esempio  C",  ha  un  punto  doppio  d .,  la 
retta  polare  di  questo  punto  rispetto  a  C''  è  indeterminata  (72),  onde  può 
risguardarsi  come  tale  la  retta  che  unisce  d  all'  intersezione  delle  rette  po- 
lari di  questo  punto  relative  alle  altre  due  curve  C,  C.  Dunque  la  Jacobiana 
passa  pei  punti  doppi  delle  curve  date. 

94.  Suppongasi  m"  =^  m,  cioè  due  delle  curve  date  siano  dello  stesso 
ordine.  In  tal  caso  la  Jacobiana  non  si  cambia  ,  se  a  (juelle  due  curve  se  ne 
sostituiscono  due  altre  qualunque  del  fascio  da  esse  determinato.  Il  che  è 
evidente  5  perchè  la  Jacobiana  è  il  luogo  di  un  punto  pel  quale  passino  le  tre 
prime  polari  d'uno  stesso  polo;  e  d'altronde  le  prime  polari  d'uno  stesso 
polo  rispetto  a  tutte  le  curve  d'un  fascio  formano  un  nuovo  fascio  (84,3), 
cioè  passano  per  gli  slessi  punti. 

Nel  caso  attuale ,  la  Jacobiana  ammette  una  seconda  definizione.  Se  p  è 
un  punto  di  essa,  le  rette  polari  di  p  rispetto  alle  tre  curve  date  concorrono 
in  uno  slesso  punto  p.  Ma  p'  è  il  punto  pel  quale  passano  le  rette  polari  di 
p  rispetto  a  tutte  le  curve  del  fascio  iC'C")  (84,  e);  cioè  la  retta  polare 
di  p  rispetto  a  C  sarà  anche  retta  polare  dello  stesso  punto  relativamente  ad 
una  curva  del  fascio  anzidetto.  Onde  può  dirsi  che  la  Jacobiana  delle  curve 
date  è  il  luogo  di  un  punto  avente  la  stessa  retta  polare  rispetto  a  T  e  ad 
alcuna  delle  curve  del  fascio  (  C'C"  );  il  qual  luogo  abbiamo  già  investigato 
altrove   (87). 

95.  Supponiamo  m  ^  rn'  =  m",  cioè  le  curve  date  siano  tutte  e  tre  dello 
stesso  ordine  m.  Siccome  a  due  qualunque  di  esse  se  ne  ponno  sostituire  (  94  ) 
due  altre  dei  fascio  da  quelle  due  determinalo ,  così  alle  tre  date  se  ne  po- 
tranno sostituire  tre  qualimque  della  rete  (  92  )  individuata  dalle  curve  date 
(  purché  non  appartengano  ad  uno  slesso  fascio  ) ,  senza  che  la  Jacobiana  sia 
punto  alterata.  Onde,  data  una  rete  di  curve  d'ordine  m,  il  luo- 
go di  nn  polo^  le  cui  rette  polari  rispetto  alle  curve  del- 
la rete  concorrano  in  uno  stesso  punto,  è  una  linea  d'or- 
dine 3(m  —  1),  passante  pei  punti  doppi  delle  curve  me- 
desime (93).  Perciò,  nel  caso  di  cui  si  tratta,  la  Jacobiana  coincide  col- 
1' Hessiana  della  rete  (92).  Abbiamo  così  un'altra  definizione  dell' Hessiana 
di  una   data  rete  geometrica. 

Vogliamo  ora  esaminare  più  davvicino  il  caso  nel  quale  le  curve  della 
rete  si  seghino  tutte  in  uno  slesso  punto  dato,  ed  anche  quello  in  cui  le  cur- 
ve medesime  si  tocchino  nel  punto  comune.  Nel  primo  caso  possiamo  supporre 
che  una  delle  tre  curve  individuanti  la  relè  sia  quella  per  la  quale  il  punto 
dato  è  un  punto  doppio;  e  nel  secondo  caso  potremo  assumere  quella  curva 
che  nel  punto  dato  ha  una  cuspide  ed  ivi  tocca  la  tangente  comune  a  tutte 
Je  curve  della  rete  (92,  a,  b). 

96.  Siano  date  adunque  tre  curve  C,  C,  C"  dello  slesso  ordine  m, 
aventi  un  punto  comune^  il  quale  sia  doppio  per  una  di  esse,  C"  ;  in  quel 
punto  si  collochi  il  polo  o,  del  quale  abbiamo  fatto  uso  (93)  nella  ricerca 
generale  della  Jacobiana. 

(a)   Le  prime    polari    del    punto    o   ri^petto  alle  curve  C,  C    passano  per 
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0,  onde  per  questo  piinlo  passerà    anche    la    curva  K,,  qualunque  sia   la  rcUa 
L  a   cui  corrisponde  (  93  ). 

La  curva  K'  coriispondente  ad  una  data  retta  L  rimane  la  stessa ,  se 
alle  curve  C,  C  sosliluiscousi  due  curve  qualunque  del  fascio  determinato  da 
quelle.  Sostituendo  a  T  la  curva  C  tangente  in  o  alla  retta  L ,  le  prime  po- 
lari di  tutl' i  punti  di  L  relative  a  C"  passeranno  per  o  (70).  Per  o  passa 
anche  la  prima  polare  di  o  relativa  a  C' \,  quindi  la  tangente  in  o  alla  cur- 
va K  sarà  la  retta  che  ivi  tocca  la  prima  polare  di  o  rispetto  a  C"  (ò\ ,  a), 
ossia  la  retta  L.  Dunque:  quando  le  curve  C ,  C  sono  dello  stesso  ordine  e 
passano  per  o,  anche  la  curva  K'  passa  per  o  ed  ivi  tocca  quella  retta  L  a 
cui  essa  corrispondo. 

(b)  Essendo  o  im  punto  doppio  per  la  curva  C" ,  le  prime  polari,  rela- 
tive ad  essa,  di  tntt' i  punti  della  retta  L  passano  per  o  ed  ivi  toccano  una 
medesima  retta  L,  la  coniugata  armonica  di  L  rispetto  alle  due  tangenti  di 
C"   nel  punto  doppio   (7  4,  e). 

La  curva  A"'  (  93  )  <^  generata  da  due  fasci  projetlivi ,  P  uno  delle  prime 
polari  de'  punti  di  L  rispetto  a  C",  1'  altro  delle  piime  polari  de'  medesimi 
punti  rispetto  a  C.  Le  curve  del  primo  fascio  hanno  in  o  una  slessa  tangen- 
te £'.  E  alla  curva  del  secondo  fascio  che  passa  per  o ,  cioè  alla  prima  po- 
lare di  0  rispetto  a  C,  corrisponde  la  prima  polare  di  o  relativa  a  C" ,  ossia 
quella  curva  del  [)iimo  fascio  per  la  (piale  o  è  un  punto  doppio.  Per  conse- 
guenza _,  qualun(]ue  sia  la  retta  £,  la  curva  K"  generata  dai  due  fasci  ha 
in  0  un  punto  doppio  (51,  b).  Inoltre,  quando  L  sia  una  delle  tangenti  di 
C"  nel  punto  doppio  (51,  d),  ovvero  quando  t  sia  tangente  in  o  alla  curva 
C,  nel  (jual  caso  anche  le  curve  del  secondo  fascio  passano  per  o  (52,  a), 
in  entrambi  questi  casi,  dico,  la  retta  L  è  una  delle  tangenti  a  K"  nel  pun- 
to doppio  0. 

Dunque:  se  f  e  C"  hanno  un  punto  comune  o  che  sia  doppio  per  C" , 
la  curva  K"  relativa  ad  una  data  retta  L  (passante  per  o)  ha  un  punto  dop- 
pio in  o;  ed  Le  una  delle  due  relative  tangenti^  ognitpialvolta  essa  sia  tan- 
gente in  o  ad  una  delle  due  curve  date. 

(e)  Cosi  abbiamo  veduto  che,  nel  caso  preso  in  considerazione ,  il  punto 
0  appartiene  a  tutte  le  curve  A"  relative  alle  rette  L  condotte  per  esso  (a) 
ed  è  doppio  per  tutte  le  curve  K"  corrispondenti  alle  rette  medesime  (b). 
Dunque  (52)  o  sarà  un  punto  triplo  per  la  complessiva  curva  d'  ordine 
4(m — 1)  generata  dai  due  fasci  projettivi  delle  A"  e  delle  K"  (93).  Ma 
di  questa  curva  complessiva  fa  parte  la  prima  polare  di  o  relativa  a  C,  la 
quale  prima  polare  passa  una  volta  per  o;  dunque  questo  punto  è  doppio  per 
la  cinva  rimanente  d'ordine  3(m — 1),  cioè  per  la  .lacobiana. 

Le  rette  L  sono  tangenti  (a)  alle  relative  curve  A";  dunque  (52)  le 
tangenti  alla  curva  risultante  d'ordine  A{m  —  1)  nel  punto  triplo  o  saranno 
(piellc  rette  L  che  toccano  anche  le  relative  curve  A'".  Ma  L  tocca  la  cor- 
ri-pondciiie  A"  (b)  (piando  è  tangente  a  C  o  a  C"  ;  epperò  le  tre  tangenti 
nel  punto  triplo  sono  la  tangente  a  T  e  le  due  tangenti  di  f".  Di  queste  tre 
rette,  la  prima  è  tangente  (71)  alla  prima  polare  di  o  relativa  a  C;  dunque 
le  altre  due  sono  le  tangenti  della  Jacobiana  nel  punto  doppio  o. 
Co'-ì  possiamo  concludere  che: 
( d )    Data    una    relè    di    curve    passanti    per    uno    stesso 


punto  0,  la  curva  Hessiana  della  rete  passa  due  volte  per 
0  ed  ivi  ha  le  due  tangenti  comuni  con  quella  curva  del- 
la   rete,  per    la    (j  n  a  1  e    o    <>    un    punto    doppio. 

97.  Passiamo  ad  esaminare  il  caso  in  cui  il  punto  o,  comune  alle  tre 
curve  C,  C,  C,  sia  una  cuspide  per  I'  ultima  di  esse ,  e  la  tangente  cuspi- 
dale T  tocchi  in  0  anche  C  e   C. 

(a)  Le  curve  C,  C  avendo  in  o  la  stessa  tangente,  all'  una  di  esse  può 
sostituirsi  quella  curva  del  fascio  (  CC' )  che  ha  un  punto  doppio  in  o  (47); 
onde  questo  punto  sarà  doppio  per  K',  qualunque  sia  £  (  90,  b).  Ed  inoltre, 
quando  L  coincida  con  T,  questa  retta  sarà  una  delle  tangenti  nel  punto  dop- 
pio per  la  corrispondente  curva  K'. 

(  b)  Essendo  o  una  cuspide  per  (  ",  le  prime  polari,  relative  a  (]uesta  curva^ 
di  lutt' i  punii  di  L  passano  per  o  ed  ivi  toccano  J  (74,c);  e  fra  esse  ve 
n'ha  ima,  la  prima  polare  di  o ,  per  la  (piale  (piesto  punto  è  una  cuspide  e  T 
è  la  relativa  tangente  cuspidale.  Inoltre^  la  prima  polare  di  o  rispetto  a  C  passa 
anch'  essa  per  o  ed  ivi  tocca  la  medesima  retta  T.  Dunque  (51,  e),  qualun- 
que sia   L,  la  curva  A"'   ha  una  cuspide  in  o ,  e  la  tangente    cuspidale    è    T. 

Ma  se  L  coincide  con  T,  le  prime  polari  de'  punti  di  L  relative  a  C" 
hanno  un  punto  doppio  in  o  (78,  a),  mentre  le  prime  polari  de'  medesimi 
punti  rispetto  a  C  passano  semplicemente  per  o  (70);  ond' è  che  quella  cur- 
va K ',  che  corrisponde  ad   L  coincidente  con  J,  ha  un  punto  triplo  in  o  (52). 

(e)  Così  è  reso  manifesto  che  le  curve  K'  hanno  in  o  un  punto  doppio, 
mentre  le  curve  K"  hanno  ivi  una  cuspide,  e  J  è  la  comune  tangente  cuspi- 
dale. Ne  consegue  (  52  )  che  o  è  un  punto  quadruplo  per  la  complessiva  cur- 
va d'ordine  4(m — 1)  generala  dai  due  fasci  projeltivi  delle  A",  A",  e  che 
due  de'  quattro  rami  passanti  per  o  sono  ivi  toccati  dalla  retta  T.  Gli  altri 
due  rami  sono  toccati  in  o  dalle  tangenti  della  curva  A'  corrispondente  a  quel- 
la curva  A"  che  ha  in  o  un  punto  triplo  (52,  a).  La  curva  A",  per  la  qua- 
le o  è  un  punto  triplo,  corrisponde  ad  i  coincidente  con  T  (b),  epperò 
corrisponde  appunto  a  quella  curva  A'  che  ha  im  l'amo  toccato  in  o  dalla 
retta  T  (s).  Dunque  tre  delle  quattro  tangenti  nel  punto  quadruplo  o  della 
curva   complessiva  d'ordine  4(»n — 1)  sono  sovrapposte  in   T. 

La  curva  d'ordine  4(jn — l)è  composta  della  Jacobiana  delle  tre  curve 
date  e  della  prima  polare  di  o  rispetto  a  C.  Questa  prima  polare  passa  una 
volta  per  o  ed  ivi  ha  per  tangente  J;  dunque  la  Jacobiana  passa  tre  volte 
per  0  e  due  de'  suoi  rami  sono  ivi  toccati  dalla  retta  T.  Ossia  : 

(d)  Data  una  rete  di  curve  aventi  un  punto  comune  o 
ed  ivi  la  stessa  tangente  T ,  la  curva  Hessiana  della  re- 
te ha  tre  rami  passanti  per  o,  due  de'  quali  sono  ivi  tan- 
genti   alla    retta    T. 

98.  Supposte  date  di  nuovo  tre  curve  C,  C,  C",  i  cui  ordini  siano  ri- 
spettivamente m,  m',  m",  cerchiamo  di  quale  ordine  sia  il  luogo  di  un  punto 
nel  quale  concorrano  le  rette  polari  di  uno  stesso  polo  rispetto  alle  tre  curve 
date.  Sia  L  una  retta  arbitraria ,  i  un  punto  qualunque  di  essa  ;  se  per  i 
devono  passare  le  reite  polari  relative  a  C,  C  ,  il  polo  o  sarà  una  del- 
le (  m  —  1  )  (  m'  —  1  )  intersezioni  delle  prime  polari  di  /  rispetto  a  (pielle 
due  curve.  Se  per  o  dee  passare  anche  la  prima  polare  relativa  a  C" ,  il  po- 
lo di    essa    sarà    nella    retta    polare    di    o    rispetto  a  questa    curva;  e  le  rette 
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polari    degli    (  »«  —  1   )  (  m'  —  1   )    punti    o    incontreranno    L    in    allreltanli 
pnnli  /'. 

Assumo  invece  ad  arbitrio  un  punto  i'  in  L,  se  per  esso  dee  passare  la 
retta  polare  relativa  a  C",  il  polo  è  nella  prima  polare  di  i'  rispetto  alla  det- 
ta curva;  la  quale  prima  polare  è  una  curva  K  dell'ordine  m" — 1.  Le  ret- 
te polari  dei  punti  di  K  relative  a  C  inviluppano  una  curva  della  classe 
(  m  —  1  )  (  m"  —  1  )  (  81  ) ,  ed  analogamente  le  rette  polari  dei  punti  di  K  ri- 
spetto a  C  inviluppano  un' altia  curva  della  classe  (m'  —  1  )  (  m" — 1  ).  In 
queste  due  curve-inviluppi,  a  ciascuna  tangente  dell'una  corrisponde  una  tan- 
gente dell' altra  _,  purché  si  assumano  come  cori'ispoudenli  quelle  tangenti  che 
sono  polari  di  uno  stesso  punto  di  A'  rispetto  a  C  e  C .  Dunque  (83,  a) 
le  intersezioni  delle  tangenti  omologhe  formeranno  una  curva  dell'  ordine 
(  m  —  1  )  (  m"  —  1  )  H-  (  m  —  1  )  (  m"  —  1  ) ,  la  quale  segherà  la  retta  L  in 
altrettanti  punti  i. 

Così  a  ciascun  punto  i  corrispondono  (m  —  1  )  (  wi'  —  I  )  punti  i',  men- 
tre ad  ogni  punto  i'  corrispondono  (m — l)(»n" — 1  ) -!- (  m' —  !)(»»" — 1) 
punti  t.  Onde  la  coincidenza  di  due  punti  omologhi  i,  i'  in  L  avverrà 
(m  —  1  )  (m' —  1  )  -h  (m' —  1)  fm"—  1  )  -i-  (m"— 1  )  (m  —  1  )  volte;  cioè 
questo  numero  esprime  1'  ordine  del  luogo  richiesto.  Questa  curva  passa  evi- 
dentemente pei   punti  comuni  alle  tre  curve  dale^  ov'  esse  ne  abbiano. 

(a)  Quando  le  tre  curve  date  siano  dello  stesso  ordine  m  ,  ad  esse  pon- 
no  sostituirsi  altre  tre  curve  della  rete  da  quelle  individuata,  senza  che  venga 
a  mutarsi  il  luogo  dianzi  considerato.  Questo ,  che  in  tal  caso  è  dell'  ordine 
3(jn — t)-,  può  chiamarsi  la  Steineriana  delta  rete   (  88  ,  d  ). 

(b)  Data  una  rete  di  curve  d' oidine  m,  ogni  punto  p  della  curva  Hes- 
siana  è  il  polo  d'infinite  rette  polari  relative  alle  curve  della  rete,  le  quali 
rette  concorrono  in  uno  slesso  punto  o  (  95  )  della  Steineriana.  In  questo  mo- 
do ,  a  ciascun  ptmlo  dell'  Hessiana  corrisponde  un  punto  della  Steineriana  e 
recipiocamente  ;  <|uindi  la  retta  che  unisce  due  punti  corrispondenti  inviluppa 
una   terza  curva  della  classe  3(m — 1  )h-3  (  m— 1  )-  =  3m  (?n— 1  )    (SSjb). 

Ogni  retta  passante  per  o  è  adunque  polare  del  punto  p  rispetto  ad  una 
curva  delle  rete.  Del  resto,  se  la  retta  polare  passa  pel  polo,  questo  giaco 
nella  curva  fondamentale^  che  è  ivi  toccala  dalla  retta  polare  medesima.  Ne 
segue  che  la  retta  op  tocca  in  p  una  curva  della  rete;  ma  tutte  le  curve  del- 
la rete  che  passano  per  p  si  toccano  ivi  fia  loro  (  92  ) ,  dunque  la  comune 
tangente  di  queste  curve  è  op. 

Art.  Xl'I.  Formolo  eli    ì*i,ÌlX'Ke:h. 

99.   Data   una   curva  qualsivoglia   C„   (  fondamentale  )  ,  indichiamo   con 

n  r  ordine  della   medesima  , 

VI  la  clas'c , 

<)  il   numero   de'  piuili   doppi , 

y  il  nuuitMo  de'  punti  stazionari  o  cuspidi  , 

r  il   numero  delle  tangenti  doppie, 

t  il  numero  delle  tangenti  stazionarie  ,  ossia  de'  flessi. 
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Siccome  m  è  il  numero  delle  tangenti  che  da  un  punto  arbitrario  si 
possono  condurre  alla  curva  data,  così,  in  virtù  del  teorema  (7  4,  e)  o 
(87  ,  d),  si  ha: 

1)  m  =  n(n—  1  )  -  2-!^  —  3;^, 

formola  che  somministra  la  classe  di  una  curva ,  quando    se   ne  conosca  1'  or- 
dine e  si  sappia  di  quanti  punti  doppi  e  cuspidi  è  fornita. 

Pel  principio  di  dualità,  un'equazione  della  slessa  forma  dovrà  dare 
1'  ordine  di  una  curva ,  quando  se  ne  conosca  la  classe ,  il  numero  delle  tan- 
genti doppie  e  (luello  delle  stazionarie  (82);  dunque: 

2)  n  =  »i  (  m  —  1  )  —  2r  —  3t. 

100.  Siccome  ogni  punto  della  curva  fondamentale,  il  quale  abbia  per 
conica  polare  il  sistema  di  due  rette,  è  un  flesso  o  un  punto  multiplo  (80), 
così  la  curva  Hessiana ,  la  quale  è  il  luogo  de'  punti  le  cui  coniche  polari  si 
risolvono  in  coppie  di  rette  (90,  a),  sega  la  linea  data  nei  flessi  e  ne'  punti 
multipli  di  questa.  Onde,  essendo  1' Hessiana  dell'ordine  3(n  — 2),  se  la 
curva  data  non  ha  punti  multipli,  il  numero  de' suoi  flessi  è  3H(n  — 2)   (*). 

Supponiamo  ora  che  C,,  abbia  un  punto  doppio  d  ;  nel  qual  caso  tutte  le 
prime  polari  passano  per  d.  Allora  1'  Hessiana  della  rete  formata  da  queste 
prime  polari,  che  è  anche  1'  Hessiana  di  C„  (90,  a;  92),  passa  due  volte  per 
d  ed  ivi  ha  le  due  tangenti  comuni  colla  prima  polare  del  punto  stesso 
(96,  d),  cioè  ha  le  tangenti  comuni  colla  curva  data  (72).  Dunque  il  punto 
d  equivale  (32)  a  sei  intersezioni  dell'  Hessiana  con  C„;  ossia  ogni  punto  doppio 
fa  perdere  a  questa  curva   sei  flessi. 

Ora  s' imagini  che  C,,  abbia  una  cuspide  d ,  e  sia  7  la  tangente  cuspi- 
dale. !n  questo  caso  tutte  le  prime  polari  relative  a  C,,  passano  per  d  ed  ivi 
sono  toccate  dalla  retta  T  (74,  e);  epperò  1' Hessiana  ha  tre  rami  passanti 
per  d,  due  de' quali  hanno  per  tangente  T  (97,  d).  Dunque  il  punto  d  equi- 
vale ad  olio  intersezioni  dell'  Hessiana  con  d  ,  ossia  ogni  cuspide  fa  perdere 
a  questa   curva  otto  flessi   (**). 

Quindi,  se  C„  ha  S  punti  doppi  e  x  cuspidi,  il  numero  de'  flessi  ossia 
delle  tangenti  stazionarie  sarà  dato  dalla  formola: 

3)  /  =  3n()ì  —  2)  —  65-— 8;^. 

E    pel    principio  di  dualità ,  se  una  curva  della  classe  in  ha    r   tangenti  doppie 
ed  t  tangenti  stazionaiie ,  essa  avrà 

4)  ;;r=  3m(m  —  2)  ~- 6t  —  8f 

punti  stazionari. 

Le  quattro  equazioni  così   trovate  equivalgono  però  a   tre  sole  indipenden- 


(*)  Plìpcker,  Si/stem  der  analytischen  Geometrie,  Berlin  1835,  p.  264.  —  Hesse  ,  Veber  die 
Wendepuncte  der  Curven  drifter  Ordnung  <  Giornale  di  Crellk,  t.  28,  Berlino  1844  ,  p.  104). 

(**)  Cavley,  Rechcrches  sur  l' éì'inination  et  sur  la  tliéorie  des  courhes  (Ciornalo  lii  Crellf. . 
t.  .34,  Berlino   1847  ,  p.   43). 
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ti;  infalli,  solliaendo  la   1)   moltiplicata  per  3  dalla  3),   si  ha  la 

6)  ^  —  i  ^=  3  (n  —  m)  , 

equazione  che  può  essere  dedotta  nello  slesso  modo  anche  dalle  2]  ,   4  ). 

Così  fra  i  sei  numeri  n,  m,  S,  k,  t,  i  si  hanno  tre  equazioni  indipen- 
denti, onde,  dati  tre,  si  possono  determinare  gli  altri  tre.  Per  esempio,  dati 
n,  S,  X,  il  valore  di  t  si  ottiene  eliminando  m  ed  ;  fra  le  1),  2),  3);  e 
si  ha: 

6)  r  =  ^  n  (  H  —  2  )  (  n,'^  —  9  )  —  (  2Ó-  +  3x  )  (  n'  —  «  —  6  ) 

9 

-+-2^(^—  l)-i-^-  x{x—  ì)-h  6Sx. 

Una  formula  assai  utile  si  ottiene  sottraendo  la  2)  dalla  1) ,  ed  eliminando 
;;  —  i  dal  risultato   mediante  la  5)  : 

7)  2{S  —  r)  =  (n  —  m)(n-h  m  —  9). 

Oneste  importanti  relazioni  fra  I' ordine ,  la  classe  e  le  singolarità  di  una 
curva  piana  sono  state  scoperte  dal   sig.   FliIckeii   (*). 

101.  Se  una  curva  deve  avere  un  punto  doppio,  senza  che  questo  sia  dato, 
ciò  equivale  ad  una  condizione  ;  infatti ,  a  tal  uopo  basta  che  tre  prime  polari 
(non  appartenenti  ad  uno  stesso  fascio)  abbiano  un  punto  comune,  invece,  se 
la  curva  deve  avere  un  punto  stazionario ,  senza  che  questo  sia  dato ,  ossia 
se  tre  prime  polari  (non  appartenenti  ad  uno  stesso  fascio)  debbono  toccarsi 
in  uno  stesso  punto,  ciò  esige  due  condizioni.  Onde  segue  che,  se  una  curva 
d'ordine  n  deve  avere  d  punti  doppi  e  x  cuspidi ,  essa  sarà  determinala  (34) 

—  S — '2x    condizioni.    E,    in     virtù    del    principio    di    dualità, 

-  T  —  2i  condizioni    determineranno    ima   curva  della  classe  »n  la 
•j 

"juale  debba  essere  fornita  di  t  tangenti  doppie  e  di  t  tangenti  stazionarie. 

Perciò,  se  i  nuuioii  n,  m^  S,  x,  t,  l  competono  ad  una  sola  e  mede- 
sima curva  ,  dovrà  essere  : 


da 

n{ 

M  -t-  3) 

(m 

2 

-*-3) 

8)  — ^ —  ò' 


Ji(n-t-3)  m(m-(-3) 


—  r  —  9, 


forraola  che  può  dedurs)  anche  dalle  1),  2)  ....  Ma ,  ove  sia  stabilita  a 
priori,  come  qui  si  !>  fatto,  essa  insieme  con  due  qualunque  delle  1),  2) ,  .  .  . 
potrà  servire  a  somministrare   tutte  le  altre  (**). 

102.  INoi  prendeiemo  (|uind'  innanzi  a  studiare  le  proprietà  di  una  curva 
C,  di  nn  dato  ordine  n  ,  la  (|uale  supporremo  aHatlo  generale  fra  ([ueile  dello 
stesso    ordine.  Epperò ,  a  meno  che  non  si  facciano  dichiarazioni  in  contrario , 


(*)  Theorie  <ìer  aUieb.  Curven,  p.  211. 
{**)  Salmon  ,  llUjher  piane  curve s ,  p.  92. 
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la  curva   foiulatuenlale  sarà  della  classe  n  i  n  —  i  )  ed  avrà  nessun  piinlo  mul- 
tiplo, 3>i(n  — 2)  flessi  e  -— n  (  n  —  2  |  |>r  — 9  )   tangenti  doppie. 

Le  prime  polari  relative  a  C„  formano  una  relè  dell'ordine  n —  1  ,  1' Hes- 
siana  della  quale  taglia  C„  ne'3»(n  — 2)  flessi  di  questa.  La  Steineriana  della 
rete  (  98 ,  a  ) ,  che  è  anche  la  Steineriana  di  C,,  (  88  ,  d  ) ,  è  dell'  ordine  3  (  n  —  2  )-. 

Art.  XVII.  Curve  g^enerato  dalle  polari .  tiaando  il  polo 
!«i  muova  roii  lesale  data. 

t03.  Se  un  punto,  considerato  come  polo  rispetto  alla  curva  fondamen- 
tale C„ ,  percorre  un'altra  curva  data  C,„  d'ordine  m ,  la  retta  polare  inviluppa 
una  ciu'va  A',  la  quale  abbiamo  già  trovato  (81  )  essere  della  classe  m{n — 1  ). 
Le  tangenti  che  da  un  punto  qualunque  o  si  possono  condurre  a  A'  sono  le 
rette  polari  degli  min —  1)  punti,  ne' quali  C,,,  è  intersecala  dalla  prima  po- 
lare di  0. 

(a)  Se  0  è  tal  punto  che  la  sua  prima  polare  sia  tangente  a  C„i  ,  due 
rette  polari  passanti  per  o  sono  coincidenti,  cioè  o  è  un  punto  della  curva  K 
(30);  questa  è  dunque  il  luogo  geometrico  de' poli  le  cui  prime  polari  toccano 
Cm-  Questa  proprietà  ci  mette  in  grado  di  trovare  1'  ordine  di  A',  cioè  il  nu- 
mero de'  punti  in  cui  A'  è  incontrala  da  una  retta  arbitraria  L.  Le  prime  po- 
lari de' punti  di  L  formano  un  fascio  (77):  onde,  supposto  che  Cm  abbia  ò' 
punti  doppi ,  e  >;  cuspidi ,  vi  saranno  m(m  -h  2n  —  5)  —  {'2S  -h  3y.)  punti  in  L , 
le  cui  prime  polari  sono  tangenti  a  C,,,  (87,  e).  Dunque  A' è  dell'ordine 
m(m  -f-  2n  — 5)  —  (20^-4-  3x). 

E  poi  evidente  che  le  tangenti  stazionarie  di  A'  sono  le  retto  polari  de' 
punti  stazionari  di  C,,,  ;  donde  segue  che   A'  ha  x  flessi. 

Conoscendo  così  la  classe ,  1'  ordine  ed  il  numero  de'  flessi  della  curva 
K,  mediante  le  formole  di  Pujcker  (99,  100)  troveremo  che  essa  ha  inoltre: 
Ir  12  ,27 

—    m(m-T-2n  — 5)  — (2r'>~-i-3^)  |  —m{om-{-6n  —  2ì)-^i0d-r-~~x  punii 

doppi,   3m(m-fn— 4)  — (6?-t-8x)  cuspidi  e   -  m{n  —  '2)  (mn  —  3  )-i-ò'  tan- 
genti doppie. 

(b)  É  manifesto  che  ogni  punto  doppio  di  A^  è  il  polo  di  una  prima  po- 
lare tangente  a  C,„  in  due  punti  distinti  ;  che  ogni  cuspide  di  A!  è  il  polo  di 
una  prima  polare  avente  con  C,„  "n  contatto  tripunto;  e  che  ogni  tangente 
doppia  di  K  è  una  retta  avente  o  due  poli  distinti  sulla  curva  C,o  due  poli 
riuniti  in  un   punto  doppio  di  questa   curva. 

Siccome  le  proprietà  del  sistema  delle  prime  polari  (  relative  a  C„  )  valgono 
per  una  rete  qualsivoglia  di  curve,  così  da  quanto  precede  si  raccoglie: 

1."  Il    numero    delle    curve    d'  una    rete    d'  ordine    n  —  1, 
le    quali   abbiano    doppio    contatto    con    una    data    linea    d'or- 
dine   Hi  ,    fornita    di    5'    punti    doppi    e    x    cuspidi,    è 
Ir,  ^2  27 

—    «j  (  m  -t-  2n  —  o  )  —  (  2tV  -{-  3;^  )      —  m  (  5m  -t-  6n  —  2 1  )  -4- 1  OS  +  —  y.. 
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2.°  Il    numero    delle    curve    della    slessa    rete   aventi    col- 
l'anzidetta    linea    d'ordine    in    n  ti    contatto    t  r  i  p  u  n  t  o    è 
3m  (m -^  n  —  4  )  —  (  6^ -!- 8;c)   (*). 

(e)  Ogni  punto  della  curva  K  è  polo  di  una  prima  polare  tangente  a 
Cm  ;  onde  considerando  le  intersezioni  delle  curve  E  e   C«o  *'  l*a  • 

In  una  curva  C,,,  dell'ordine  m,  dotata  di  d  punti  doppi  e  di  ;<■  cuspidi, 
vi  sono  ni^  (ni  -'.-  2n  —  5)  —  m(28  -i~  3k)  punti,  le  cui  prime  polari  relative 
alla  curva  fondamentale  C,,   toccano  la   medesima   Cm- 

Di  qui   per  wì  r:  1    si   ricava  : 

In  una  retta  qualunque  vi  sono  2  (  n  —  2  )  punti,  le  cui 
prime  polari  relative  alla  curva  fondamentale  C„  toccano 
la    retta    medesima. 

Se  la  retta  t'  tangente  a  C„ ,  nel  contatto  coincidono  due  di  quei  2(n  —  2) 
poli.  Dunque  in  una  retta  tangente  a  C,,  esistono  2  (n  —  3)  punti,  ciascun 
de'  quali  6  polo  di  una  prima  polare  tangente  in  altro  punto  alla  retta  me- 
desima. 

(d)  Se  nella  ricerca  superiore,  la  curva  C,,,,  si  confonde  con  Cu,  la 
linea  K  si  compone  evidentemente  della  C,,,  medesima  e  delle  sue  tangenti  sta- 
zionarie^ perchè  ogni  punto  di  quella  e  di  queste  è  polo  di  una  prima  polare 
tangente  alla  curva  fondamentale  (71,80).  In  tal  caso,  i  punti  doppi  di  K 
sono  le  intersezioni  delle  tangenti  stazionarie  fra  loro  e  colla  curva  C„  ;  le 
cuspidi  di  K  sono  rappresentale  dai  flessi  di  C„  ,  ciascuno  contalo  due  volte; 
e  le  tangenti  doppie  di  K  sono   le  stazionarie  e  le  doppie  di  C„ . 

1  punii  doppi  di  K  sono  (b)  i  poli  d'altrettante  prime  polari  doppia- 
mente tangenli  alla  curva  fondamentale.  Ed  invero  :  se  o  t>  un  punto  comune 
a  due  tangenti  stazionarie  di  questa ,  la  prima  polare  di  o  tocca  C„  ne'  due 
flessi  corrispondenii  (80);  e  se  o  è  un  punto  di  segamento  di  d  con  una 
sua  tangente  stazionaria,  la  prima  polare  di  o  tocca  C»  in  o  (71)  e  nel 
punto  di  coniano  di  questa  tangente  (80).  Sonvi  adunque  3n(n  —  2)(n  —  3) 
prime  polari  doppiamente  tangenti  a   C, ,  i   cui  poli  giacciono  in   d  medesima; 

e  vi  sono  altre   - —  n{n  —  2)|  3n(«  —  2) — 1  )  prime  polari  pur  doppiamente 

langenli,  i  cui  poli  sono  fuori  di  C„  . 

(e)  La  curva  K,  inviluppo  delle  polari  {n —  1  )""'  de' punti  di  €„,, ,  si 
chiamerà  r(n— 1)'""    polare    di   C,„ . 

Facendo  m  =  1  ,   troviamo  che  1'  (n —  1)'""   polare  di  una  rella  R,  cioè 

l'inviluppo  delle  relle  polari  de' punii  di  R,  od  anche  il  luogo  de' poli   delle 

prime  polari    tangenti    ad    7J,  è    una    curva    della  classe  n  —  le  dell'ordine 

2  (  n  —  2  ) ,    con    3  (  n  —  3  )    cuspidi  ,    2  (  n  —  3  )  (  n  —  4  )    punti    doppi    ed 

(»-2)(»-3)  . 
tangenli  doppie;   cioè: 

Vi  sono  3  (  n  —  3  )  prime  polari,  per  le  (j  u  a  1  i  una  data 
retta  /{  è  una  tangente  stazionaria;  2  (  n  —  3  )  (  n  —  4  )  prime 
polari,    per    le    quali    R    è    una    tangente    doppia;    ed    inoltre 


(*)    BlSCIIOFF  ,  /.  e.   p.    174-I7G. 
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—  (n  — 2)(n  — 3)   relte,  ciascuna  delle  quali   ha   due   poli  in   R. 

(f)  Se  V  (n—\  )'""  polare  della  reità  R  passa  per  un  dato  punto  o, 
questo  è  il  polo  di  una  prima  polare  tangente  ad  R  (e|  ;  talché  se  1' (  n — 1  )'"" 
polare  varia  girando  intorno  al  punto  fisso  O;,  la  retta  R  invilupperà  la  prima 
polare  di  o.   Cosi  abbiamo  due  definizioni  della  prima  polare  di  un  punto: 

La  prima  polare  di  un  punto  o  è  il  luogo  de'  poli  le 
cui  (n  —  1  )'"''  polari  s'incrociano  in  o ,  e  d  è  anche  l'invi- 
luppo   delle    relte    le    cui    (n  —  1  )"'^    polari    passano    per    o. 

104.  Supposto  che  un  polo  p  percorra  una  data  curva  Cm  d'ordine  m, 
avente  S  punti  doppi  e  x  cuspidi,  di  qual  indice  è  la  sene  (34)  generata 
dalla  polare  (r)'""  di  p  rispello  alla  linea  fondamentale  d  ,  l-  quale  ne  sarà 
r  inviluppo  ? 

(a)  Se  la  polare  (r)""'  di  p  passa  per  im  punto  o,  il  polo  sarà  nella 
polare  {n  —  r)""'  di  o  (69,  a)  ^  cioè  sarà  una  delle  rni  intersezioni  di  que- 
sta polare  colla  proposta  curva  Ci  •  Dunque  per  o  passano  rm  polari  (  r  )"'" 
di  punti  situati  in  C„ ,  cioè  le  polari  (r)""'  de' punti  di  C„  formano  una  se- 
rie d'  indice  rm. 

(b)  Se  l'(n  — r)'""  polare  di  o  tocca  in  un  punto  C,„ ,  avremo  in  o 
due  (r)'""  polari  coincidenti,  ossia  o  sarà  un  punto  della  linea  inviluppala 
dalle  curve  della  serie  anzidetta.   Dimque  : 

L'inviluppo  delle  polari  (  r  )""'  de'  punti  di  una  curva 
Cn  è  anche  il  luogo  de'  poli  delle  polari  {n—-r)""'  tangen- 
ti a  Ca- 
le) Quale  è  l'ordine  di  questo  luogo?  Ovvero,  quanti  punti  vi  sono  in 
una  retta  arbitraria  L,  le  polari  (n— r)"""  de' quali  tocchino  C,„?  Le  polari 
(n  —  rY""  de' punti  di  una  retta  L  formano  (a)  una  serie  d'ordine  r  e  d'in- 
dice n  —  r;  epperò  (  87  ;,  e)  ve  ne  sono  { n  —  r  )  \m  (m -¥-  2r  —  3  )  —  {  '2d -i-  3y.  )  [ 
che  toccano  r,» .  Donde  segue  che  : 

L'  inviluppo  delle  polari  (r)""'  de'  punti  di  una  curva 
d'ordine  m,  dotata  di  S  punti  doppi  e  x  cuspidi,  è  una 
linea    dell'  ordine    (n  —  r)\m{m-h2r  —  3)  —  {'2S-^3>c)\. 

Questa  linea  si  denominerà  polare  {r  )'""  della  data  curva  C,,,.  rispetto 
alla  curva  fondamentale  C„  I*). 

(d)  Fatto  r=l  ed  indicala  con  ni'  la  classe  di  C,„  ,  cioè  posto 
m'  =  m  (  fn  —  1  )  —  (  25'  -;-  3;f  )     (  99  )  ,  si  ha: 

La  prima  polare  di  una  curva  della  classe  m,  cioè  il 
luogo  de'  poli  delle  rette  tangenti  di  questa,  è  una  linea 
dell'ordine    m'  (n  —  1  ). 

Questa  linea  passa  pei  punti  ove  la  curva  fondamentale  è  toccata  dalle 
tangenti  comuni  ad  essa  ed  alla  curva  della  classe  m'. 

Se  m'  =  1  ,  ricadiamo  nella  definizione  della  prima  polare  di  un  pun- 
to (103,  f). 

(e)  Posto  m=l,  troviamo  che  la    polare    (r)'""  di    una    retta    è 


*)  Steimeb  ,  /.  e.  p.  2-3. 
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una  linea  dell'  ordine  2(r— l)(n  — r).  Quindi  la  prima  polare  di 
una  retta  è  dell'ordine  zero;  infatti  essa  è  costituita  dagli  (n  —  1  )'-  poli 
della  retta  data  (  77  ). 

Per  r  =  71  —  1,  si  ricade  in  un  risultalo  già  ottenuto   (103,  e). 

(f)  L'ordine  della  linea  polare  (r)''"'  di  una  retta  7?  si  può  determinare 
direttamente  come  segue.  A  tal  uopo  consideriamo  quella  linea  come  luogo 
de'  punti  comuni  a  due  curve  successive  della  serie  d'  indice  r  e  d'  ordine 
n  —  r,  formata  dalle  polari  (r)"""  de' punti  di  R  (34). 

Se  a  è  un  punto  ([ualunque  di  R,  le  polari  (?-)""'  passanti  per  a  hanno 
i  loro  rispettivi  poli  nella  polare  [n  —  r)"'"  di  a,  la  quale  sega  R  \n  r  pun- 
ti a'.  Se  invece  assumiamo  ad  arbitrio  un  punto  a',  la  sua  polare  (r)'""  sega 
R  in  n  —  r  punti  a;  talché ^  riferiti  i  punti  a,  «'  ad  una  stessa  origine  o, 
fra  i  segmenti  oa  ,  od  avrà  luogo  un'  equazione  del  grado  r  in  od  e  del 
grado  n  —  r  in  oa.  Il  punto  a  apparterrebbe  alla  linea  cercata,  se  due  delle  r 
polari  (r)""'  passanti  per  esso  fossero  coincidenti.  Ma  la  condizione  perchè 
r  equazione  anzidetta  dia  due  valori  eguali  per  od  è  del  grado  2  (r —  1  )  rispet- 
to ai  coefficienti  della  medesima^  e  per  conseguenza  del  grado  2(r — l)(n  —  r) 
nspetto  ad  oa.  Sono  adunque  2(r  —  l)(n  —  r)  i  punti  comuni  al  luogo  ri- 
chiesto ed  alla  retta  it  ;  ossia  l'inviluppo  delle  polari  (r)""  de' punti  di  una 
retta  data  è  una  linea  dell'ordine  2(r —  1)(»  —  r). 

Le  stesse  considerazioni  si  possono  applicare^  in  molti  casi,  alla  ricerca 
dell'ordine  della  linea  che  inviluppa  le  curve  d'una  data  serie.  Per  esempio, 
se  la  serie  è  d'  indice  r  e  d'  ordine  s  ,  e  se  si  può  assegnare  una  punteggiata 
proiettiva  alla  serie  (  cioè  se  fra  le  curve  della  serie  e  i  punti  di  tma  retta 
si  può  stabilire  tale  corrispondenza  che  ad  ogni  punto  della  retta  corrisponda 
una  curva  della  serie,  e  viceversa),  l'inviluppo  sarà  dell'ordine  2(r — 1  )  s. 
Di  qui  per  s  ^  1   si  ricava  : 

Se  una  curva  della  classe  r  è  tale  che  si  possa  asse- 
gnare una  punteggiata  projetliva  alla  serie  delle  sue  tan- 
genti,   1'  ordine    della    curva    è    solamente    2(r  —  1). 

(g)  Se  la  polare  {n  —  r)"'"  di  una  retta  passa  per  un  dato  punto  o, 
questo  è  (b)  il  polo  di  una  polare   (r)'""  tangente  a  quella  retta.  Dunque: 

La  polare  (r)"'°  di  un  punto  o,  ossia  il  luogo  de'  pun- 
ti le  cui  ( n  —  r )""  polari  passano  per  o,è  anche  l'invilup- 
po delle  rette  le  polari  (n  —  r)""  delle  quali  contengono 
il    punto    0. 

Cosi  le  polari  de'  punti  e  delle  linee  sono  definite  in  doppio  modo,  e 
come  luoghi  e  come  inviliq^pi.  Egli  è  appunto  in  (juesta  doppia  definizione 
che  sembra  risiedere  il  segreto  della  grande  fecondità  della  teoria  delle  cur- 
ve polari. 

(h)  La  polare  (r)"'"di  una  curva  C  tocchi  un'altra  curva  C  nel  punto 
0.  In  0  quella  polare  toccherà  la  polare  (r)'""  di  un  punto  d  di  C;  e  vice- 
versa (b)  in  d  la  curva  C  sarà  toccata  dalla  polare  (n  —  r)'""  di  o.  Ma  la 
polare  (r)'""  di  d  tocca  in  o  anche  C"  ;  dun(pie  la  polare  (n  —  r)'""  di  o 
toccherà  in  d  la  polare   (n  —  r)'""  di  C  ;  ossia: 

Se  la  polare  (r)'""  di  una  curva  C  tocca  un'  altra  cur- 
va   C,  reciprocamente    la    polare    (n  —  r  )"'"  di    C    tocca    C. 

(k)  Una    retta    R    sia    1'  (r— l)'""    polare    di   un    punto    o    rispetto 
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all'I»  —  r)"'"  polare  di  un  altro  puiilo  o,  ovvero,  ciò  che  è  la  medesima 
cosa  (69,  e),  la  polare  {n  —  r)""^  di  o'  rispetto  alla  polare  (r —  1)'""  di  o. 
Se  fi  varia  ed  inviluppa  una  curva  qualunque  C,  restando  fisso  il  punto  o, 
il  luogo  del  punto  o  sarà  (d)  la  prima  polare  di  (7  rispetto  air(w  — r)""* 
polare  di  o'.  Se  invece  resta  fisso  il  punto  o ,  mentre  fi  inviluppa  la  curva  C, 
il  luogo  di  o'  sarà  la  prima  polare  di  C  rispetto  all'  (r  —  1  )""'  polare  di  o'. 
Dunque  : 

Se  la  prima  polare  di  una  curva  (7  rispetto  all'  (?•— 1)'"" 
polare  di  un  punto  o  passa  per  un  altro  punto  o,  la  pri- 
ma polare  di  C  l'ispetto  all'  (n  —  r )'""  polare  di  o'  [ìasserà 
per    o;    e    viceversa. 

105.  U  [n — 1  )'"«  polare  di  una  curva  C,,,  d'ordine  ni  è  (81)  una 
linea  K  della  classe  m{n — 1  |.  Reciprocamente,  la  prima  polare  di  A'  sa- 
rà (  104,  d)  una  linea  dell'  ordine  m(n  —  1  )-.  Questa  linea  comprende  in  sé 
la  data  curva  0,,,  perchè  K  è  non  solo  l'inviluppo  delle  rette  polari  dei  punti 
di  C,  j  ma  anche  il  luogo  de' poli  delle  prime  polari  tangenti  a  C,,,.  (103,  a). 
Dunque,  allorché  un  punto  o  percorre  la  curva  C,,, ,  gli  altri  (n—  1)"-—  l 
poli  della  retta  polare  di  o  descriveranno  una  linea  dell' ordine  «1(7?  — 1)"-  —  m 
=  »wn(n  —  2) . 

A  questo  risultalo  si  arriva  anche  cercando  la  soluzione  del  problema  : 
quando  un  punto  0  percorre  una  data  linea,  quale  è  il  luogo  degli  altri  poli 
della   retta  polare  di  0? 

Supposto  dapprima  che  la  data  linea  sia  una  retta  fi  ^  cerchiamo  in  quanti 

punti  essa  seghi  il  luogo  richiesto.  Siccome  (  103  ,  e)  vi  sono  —  (n  —  2  )  (  »  —  3  ) 

rette,  ciascuna  delle  quali  ha  due  poli  in  fi ^  così  gli  («  —  2)(ra  —  3)  poli 
di  tali  rette  sono  altrettanti  punti  del  luogo.  Inoltre  ricordiamo  (90,  b)  che 
in  ogni  punto  dell' Hessiana  coincidono  due  poli  d'una  medesima  retta,  talché 
le  3(?i  —  2)  intersezioni  dell' Hessiana  con  R  sono  comuni  al  luogo  di  cui 
si  tratta.  Questo  luogo  ha  dunque  (n  —  ^)(n  —  3  ) -t- 3  (  «  —  2  )  punti  co- 
muni con  R,  vale  a  dire,  esso  è  dell'ordine  n{n — 2). 

Se  invece  è  data  una  linea  C,a  dell'ordine  m,  assunta  un'arbitraria  retta 
R,  cerchiamo  quante  volle  avvenga  che  una  stessa  retta  abbia  un  polo  in  R 
ed  un  altro  in  C,.  I  poli  congiunti  ai  punti  di  R  sono,  come  or  si  è  dimo- 
stralo, in  una  linea  dell'ordine  nin  —  2),  la  quale  sega  Ci  in  mn(n  —  2) 
punti.  Dunque  vi  sono  mn  {n  —  2  )  punti  in  C,,, ,  ciascun  de'  quali  ha  un  polo 
congiunto  in  R;  ossia  : 

Se  un  polo  descrive  una  curva  d'ordine  m ,  il  luogo 
degli  altri   poli   congiunti   è  una  linea  dell'ordine  mn{n  —  2). 

106.  Imaginiamo  un  polo  che  si  muova  percorrendo  una  data  curva  C,,, 
d'ordine  m;  quale  sarà  il  luogo  delle  intersezioni  della  prima  colla  seconda 
polare  del  polo  mobile ,  rispetto  alla  curva  fondamentale  d,  ?  Assunta  una  retta 
arbitraria  fi ,  se  per  un  punto  i  di  essa  passa  una  prima  polare ,  il  polo  giace 
nella  retta  polare  di  i;  questa  retta  sega  f,„  in  m  punii,  le  seconde  polari  dei 
quali  incontreranno  R  in  m(n  —  2)  punti  i'.  Se  invece  si  assume  ad  arbitrio 
in  R  un  punto  i'  pel  (piale  debba  passare  una  seconda  polare,  il  polo  sarà 
nella  conica  polare  di  j" ,  che  taglia  C,,,  in  2m  punti;  le  prime  polari  di  (piesli 
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determinano  in  R  2ot  (  n  —  1  )  punii  i.  Così  vediamo  che  ad  ogni  punto  i  cor- 
rispondono m  {n  —  2  )  punti  i  ,  mentre  ad  ogni  punto  i  corrispondono  2m  {n —  1  ) 
punti  /  ;  talché  (  83  )  vi  saranno  (  in  iJ  )  m{n  —  2)-h'2m{n—l)=zm{  3n—4) 
punti  2,  ciascun  de' quali  coincida  con  uno  de' corrispondenti  i' ;  cioè  il  luo- 
go richiesto  è  una  curva  U  dell'  ordine  m(3n — 4).  Evidente- 
mente questa  curva  tocca  C,,  negli  mn  punti  comuni  a  C,,,  e  C„ ,  perchè  in 
ciascuno  di  questi  punti  le  polari  prima  e  seconda  si  toccano  fra  loro  e  toc- 
cano C„   (71  ). 

Inoltre,  siccome  per  un  flesso  della  curva  fondamentale  passa  la  prima  e  la 
seconda  polare  di  ogni  punto  della  relativa  tangente  stazionaria  (SO) ,  così  la  curva 
U  passerà  pel  flesso  di  C„  tante  volte  quanti  sono  i  punti  comuni  a  C,„  ed 
alla  tangente  stazionaria.  Dunque  la  curva  U  passa  m  volte  per  ciascuno  dei 
3n(n-2)  flessi  di  G   (*). 

(  a  )  Se  C,„  coincide  con  C„ ,  la  linea  U  contiene  manifestamente  due  volte 
la  curva  fondamentale;  prescindendo  da  questa,  rimarrà  una  curva  dell'  ordine 
3n(n  —  2),  per  la  quale  i  flessi  di  C„  sono  punti  (n  —  2 )>'''.  Dunque,  se 
un  polo  percorre  la  curva  fondamentale,  gli  (n — I)(n  —  2)  —  2  punti  in 
cui  si  segano  le  polari  prima  e  seconda  generano  una  linea  dell'ordine  3nln  —  2  ), 
avente  n  —  2  branche  passanti  per  ciascun  flesso  di  C,, ,  una  delle  quali  ha 
ivi  con  C,t  un  contatto  Iripunto.  Il  che  riesce  evidente,  considerando  che  ogni 
tangente  stazionaria  della  curva  fondamentale  ha  con  questa  n  —  2  punii  co- 
muni, cioè  il  flesso  ed  n — 3   intersezioni  semplici. 

(b)   Analogamente    si    dimostra  che,  se  il  polo  percorre  la  curva   C,n,   le 
intersezioni    delle    polari  (r)'""  ed  {s)'""  descrivono    una    linea    dell'  ordine 
mn(r  +  s)  —  2mrs,  la  quale  tocca  la  curva   fondamentale  ne' piuiti  comuni  a 
questa    ed  a  C,„.  E  da  notarsi  che  il  numero  mn{r-^-s]  —  2mrs  non  cambia 
sostituendo  n  —  r  ,  n  —  s  ad  r  ,  s. 


Art.  XVIII.  Applicazione  alle  cnrve  di  «teeonrt*  ordine. 


107.  Se  ne' teoremi  generali  suesposti  si  fa  n^2,  si  ottengono  i  più 
interessanti  risultali  per  la  teoria  delle  coniche. 

Dato  un  polo  o  nel  piano  della  curva  fondamentale  Ci  di  Second'  ordine  , 
il  luogo  del  pimto  coniugato  armonico  di  o,  rispetto  alle  due  intersezioni  della 
curva  con  una  trasversale  mobile  intorno  ad  o^  è  la  reità  polare  di  o  (68). 
.Se  la  polare  di  o  passa  per  un  altro  punto  o',  viceversa  (  69  ,  a  )  la  polare  di 
o'  contiene  o;  ossia  tutte  le  rette  passanti  per  un  punto  dato  hanno  i  loro  poli 
nella  retta  polare  di  questo  punto,  e  reci|)rocamente  tuli' i  punti  di  una  data 
retta  sono  poli  di  rette  incrocianlisi  nel   polo  delia  data. 

Siccome  ogni  punto  ha  una  determinata  retta  polare  ,  e  viceversa  ogni  retta 
ha  un  polo  unico,  cosi  i  punti  di  una  retta  costituiscono  una 
punteggiata    projetliva    alla    stella    formata    dalle    loro    ri- 


(*,  Clebsch,  Veber  cine   Classe  fon  Eliminalionsproblemen  und  iiber  cinige   Punktc  der 
Theorie  der  Polaren    Giornale  CRELtE-BoRciuRoT ,  t.  58,  Berlino  18GI,  p.  279). 
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spetti  ve  polari.  Donde  segue  che  il  rapporto  anai-monico  di  (iiialtro  rette 
divergenli  da   un  punto  è  eguale  al  rapporto  anarmonico  dei  loro  poli  (*). 

La  retta  polare  di  un  punto  o  sega  la  conica  fondamentale  ne'  punti  in 
cui  questa  è  toccala  da  rette   uscenti  da  o  (70). 

Considerando  la  conica  fondamentale  come  una  curva  di  seconda  classe, 
se  da  un  punto  qualunque  di  una  retta  data  si  tirano  le  due  tangenti  alla 
curva,  la  retta  coniugala  armonica  della  data,  rispetto  a  queste  due  tangenti, 
passa  per  un  punto  tisso   (  82  )   che  è  il   polo  della  retta  data. 

Due  figure,  l' una  delle  quali  contenga  i  poli  e  le  polari  delle  rette  e 
dei  punti  dell'  altra,  diconsi  polari  reciproche.  Sui  pcichi  principii  or  dichiarati 
si  fonda  il  celebre  metodo  di  Pokcelet  (**)  per  passare  dalle  proprietà  del- 
l' una  a  quelle  dell'  altra  figura. 

(08.  Due  punii  o,  o' ,  I' un   de' quali  Le  polari  di  due  poli  coniugati ,  ossia 

giaccia  nella  polare  dell'  altro,  diconsi  due  rette  passami  ciascuna  pel  polo  del- 
fìoli  coniugali.  Le  infinite  coppie  di  poli  l'altra,  diconsi  coniugate.  La  inlìiiiic  cop- 
coniugati  esistenti  in  una  trasversale  for-  jiie  di  polari  coniugale  passanti  per  uno 
mano  un'involuzione  (quadratica),  i  cui  stesso  i)unto  dato  formano  un'involuzione 
punti  doppi  sono  le  intersezioni  della  co-  (quadratica),  i  raggi  doppi  della  quale 
nica  colla  trasversale;  cioè  i  punti  della  sono  le  tangenti  che  dal  punto  dato  si 
conica  fondamentale  sono  coniugati  a  sé  possono  condurre  alla  conica;  cioè  le  tan- 
medesiiui.  genti  di  questa  sono  rette  coniugate  a  sé 

medesime. 

(a)  Due  poli  coniugati  ed  il  polo  della  retla  che  li  unisce  (ovvero  due 
rette  coniugate  e  la  polare  del  punto  ad  esse  comune)  individuano  im  triangolo 
(o  un  trilatero),  nel  quale  ciascun  lato  è  la  polare  del  vertice  opposto.  Sif- 
fatto triangolo  o  trilatero  dicesi  coniugalo  alla   conica  data. 

(b)  Se  da  un  punto  p  si  conducono  (l)')Se  per  due  punti  di  una  data  retta 
due  trasversali  a  segare  la  conica  data  P  si  tirano  quattro  tangenti  liC ,  AD  alla 
ne' quattro  punti  he,  ad,  e  se  q,  r  sono  conica  data,  e  se  (), />  sono  le  rette  pas- 
te intersezioni  delle  coppie  di  rette  (ca,  ferf),  santi  per  le  copjiie  di  punti  (C.A  .  BD  ) 
{ab,  ed),  la  rella  qr  sarà  la  polare  del  (Ali,  CD),  il  punto  Qli  sarà  il  polo  della 
punto  p;  anzi  nel  triangolo  j)qr  ciascun  retta  P;  anzi  nel  trilatero  PQli  ciascun 
vertice  é  polo  del  lato  opposto.  Ciò  è  una  lato  è  la  polare  del  vertice  opposto,  come 
immediata  conseguenza  della  proprietà  ar-  segue  immediatamente  dalla  proprietà  ar- 
monica del  quadrangolo  completo  nècd  (5).  monica  del  qua<lrilatcro  completo  ABCD 
Dunque  tutte  le  coniche  circoscritte  a  que-  (5).  Dunque  tutte  le  coniche  inscritte  nel 
sto  quadrangolo  sono  coniugate  al  trian-  quadrilatero  sono  coniugate  al  trilatero 
golo  formato  dai  punti  diagonali  pqr.  formato  dalle  diagonali  l'QR. 

(e)  In  generale  (89),  se  un  punto  ha  la  slessa  retta  polare  rispetto  a 
due  curve  d'  un  fascio ,  esso  è  doppio  per  una  curva  del  fascio  medesimo.  Ciò 
torna  a  dire  che  due  coniclie  non  ammettono  alcun  triangolo  coniugalo  comu- 
ne^ oltre  quello  che  ha  i  vertici  ne'  tre  punti  doppi  del  fascio  da  esse  deter- 
minato  ;  ossia  i  punti  diagonali  del  quadrangolo  completo  formato  dai  piuili 
comuni  a  dise  coniche,  e  le  rette  diagonali  del    (jiiadrilalero    completo  formato 


(*  '  Chasies  ,  lUémoire  de  geometrie  sur  deux  principes  gènéraux  de  la  science  ctc.  (  M<!inoi- 
res  coiirnnnés  par  1' Aradtmip  R.  de  Bruxelles,  I.   1 1 ,    1837,  p.  SS2  i. 

(**)  PoNCELET,  Traile  dcs  propriétés  projectives  des  fìtjures ,  Paris  1S22,  p.  122.  — Mémoi- 
re  sur  la  Iki'orie  des  polaires  réciproques     Giornale  di  Crelle,  t.  4  ,  Berlino  1829,  p.  1  :. 
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dalle  tangenti  comuni  alle  stesse  coniche  sono  i  vertici  e  i  lati  dell'  unico 
triangolo  coniugalo  ad  entrambe  le  curve. 

(d)  Il  teorema  di  Pascal  relativo  ad  un  esagono  inscritto  in  una  co- 
nica (45,  e),  se  si  assume  il  secondo  vertice  infinitamente  vicino  al  primo, 
ed  il  quinto  al  quarto,  somministra  la  seguente  relazione  fra  quattro  punti  di 
ima  conica  e  le  tangenti  in   due  di  essi  : 

Se  un  quadrangolo  è  inscritto  in  una  conica ,  le  tangenti  in  due  vertici 
concorrono  sulla  retta  che  unisce  due   punti  diagonali. 

Donde  si  conclude  facilmente  che  le  diagonali  del  quadrilatero  formato 
da  quattro  tangenti  di  una  conica  sono  i  lati  del  triangolo  avente  per  vertici 
i  punti  diagonali  del  quadrangolo  formato  dai  (juattro  punti  di  contatto. 

(e)  Se  di  un  quadrangolo  completo  abcd  sono  dati  i  tre  punti  diagonali 
pqr  ed  un  vertice  a ,  il  quadrangolo  è  determinato  ed  unico.  Infatti ,  il  verti- 
ce b  è  il  coniugato  armonico  di  a  rispetto  ai  punti  in  cui  pq ,  pr  segano 
ar;  ecc.  Dnncpie  le  coniche  passanti  per  uno  stesso  punto  a  e  coniugate  ad 
un  dato  triangolo  pqr  formano  un   fascio  ,  ossia   (  92  )  : 

Tutte  le  coniche  coniugale  ad  un  dato  triangolo  for- 
mano   una    rete. 

(f)  Le  curve  di  questa  rete  che  dividono  armonicamente  un  dato  segmen- 
to oo'  formano  un  fascio.  Infatti,  se  i  è  un  punto  arbitrario,  tutte  le  coniche 
della  rete  passanti  per  i  hanno  altri  tre  punti  comuni ,  epperò  incontrano  la 
retta  oo'  in  coppie  di  punti  in  involuzione  (49).  Ma  anche  le  coppie  di  punti 
che  dividono  armonicamente  oo'  costituiscono  un'involuzione  (  26  ,  a  ) ,  e  le 
due  involuzioni  hanno  una  coppia  comune  di  punti  coniugati;  dunque  per  i 
passa  una  sola  conica  della  rete,  la  quale  sodisfaccia  alla  condizione  richie- 
sta, e.  d.  d.  In  altre  parole,  la  rete  contiene  un  fascio  di  coniche,  rispetto 
a  ciascuna  delle  quali  i  punti  oo    sono  poli  coniugati. 

In  una  rete  due  fasci  hanno  sempre  una  curva  comune  ;  dunque  ,  se  si 
cerca  la  conica  della  rete  rispetto  alla  quale  il  punto  o  sia  coniugato  sì  ad  o' 
che  ad  o",  cioè  o  abbia  per  polare  o'o",  il  problema  ammette  una  sola  solu- 
zione ;  vale  a  dire  :  vi  è  una  sola  conica ,  rispetto  alla  quale  un  dato  triangolo 
sia  coniugato,  e  un  dato  punto  sia  polo  di  una  data  retta. 

(g)  Siano  pqr,  pqr'  due  triangoli  coniugali  alla  conica  fondamentale; 
s ,  t  ì  punti  in  cui  le  rette  p'q,  p'r'  segano  qr;  s,  t'  quelli  ove  q'r'  è  in- 
contrata dalle  pq j  pr.  Le  polari  de' punti  q,  r,  s,  t  sono  evidentemente  le 
rette  pir,  q,  r',  q),  che  incontrano  q'r'  in  t' ,  s,  r'  q  .  Ma  il  sistema  di 
queste  quattro  rette  e  quello  de'  loro  poli  hanno  lo  stesso  rapporto  anarmoni- 
co   (  107  )  ,  dunque  : 

(ryrsO  =  (  <'»'»"'?'  )» 
ossia   (  1  )  : 

{qrst\=-(  s't'q'r'  )  ; 

vale  a  dire,  le  quattro  rette  pq,  pr ,  p'q',  p'r'  incontrano  le  qr ,  q'r'  in  due 
sistemi  di  (piattro  punti  aventi  lo  stesso  rapporto  anarmonico.  Dunque  (  60  )  i 
sei  Iati  dei  due  triangoli  proposti  formano  un  esagono  di  Brianchon.  Inoltre  i 
due    fasci    di   quattro    rette   p  {q  ,  r ,  q',  r' ) ,  p{(j ,  r  ^  q,  r' )  hanno    lo    stesso 
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iappoilo  anannonico,  onde  (59)  i  sei  veilici  de' triangoli  inedesiini  cosliuii- 
scouo  un  esagono  di  Pascal  (*).  Ossia: 

Se  due  triangoli  sono  circoscritti  ad  una  conica,  es- 
si   sono    inscritti    in    un'  altra;    e    viceversa; 

Affinchè  due  triangoli  siano  coniugati  ad  una  slessa 
conica,  è  necessario  e  sufficiente  che  essi  siano  circo- 
scritti ad  un'altra  conica,  ovvero  inscritti  in  una  ter- 
za   conica. 

Questa  proprietà  si  può  esprimere  eziandio  dicendo  che  la  conica  tangente 
a  cinque  de'  sei  lati  di  due  triangoli  coniugati  ad  una  conica  data  tocca  anche 
il  sesto;  e  la  conica  determinata  da  cinque  vertici  passa  anche  pel  sesto. 
Donde  s'  inferisce  che  : 

Se  una  conica  tocca  i  tali  di  un  tiian-  Se  una  conica  passa  pei  vertici  <li  un 

golo   coniugalo    ad    una    seconda    tonica,  triangolo    coniugalo    ad    un'altra    conica, 

infiniti    altri    triangoli   coniugali    a  questa  sarà  pur  circoscritta  ad  infiniti  altri  trian- 

saranno  circoscritti  alla  prima  ;  cioè  le  tan-  goti   coniugati    alla    medesima:    cioè    ogni 

genti   condoitc    alle   due   coniche  dal  polo  punto   della    prima    conica   sarà,    rispello 

(relativo    alla    seconda)  di  ciascuna  retta  alla  seconda,  il  polo  di  una  retta  segante 

tangente  alla  prima  formeranno  un  fascio  le  due  curve  in  quattro  punti  armonici, 
armonico. 

109.  Le  coniche  circoscritte  ad  un  quadrangolo  abccl  sono  segate  da  una 
trasversale  arbitraria  in  coppie  di  punti  che  formano  un'  involuzione  (  49  ). 
Fra  quelle  coniche  vi  sono  tre  paja  di  rette  ;  dunque  le  coppie  di  lati  oppo- 
sti {  bc ,  ad),  (ca,  bd),  (ab,  ed)  del  quadrangolo  incontrano  la  tra'^versa- 
le  in  sei  punti  aa,  ^  b'b^^  cc^  accoppiati  involutoriamente.  Viceversa,  se  i 
lati  di  un  triangolo  abc  sono  segati  da  una  trasversale  ne'  punti  db' d ,  e  se 
questi  sono  accoppiali  in  involuzione  coi  punti  a\bsC\  della  slessa  trasversale  , 
le  tre  rette  aa^  ,  bb\  ,  cc^  concorreranno  in  uno  stesso  punto  d. 

Sia  or  dato  un  triangolo  abc,  i  cui  lati  6c,  ca,  ab  seghino  una  trasver- 
sale in  a,  ò',  e'  ;  e  sia  inoltre  data  una  conica ,  rispetto  alla  quale  i  punti 
O]  ,  6j ,  Cj  situali  nella  slessa  trasversale  siano  poli  coniugali  ordinatamente 
ad  a,  b' ,  e.  Le  tre  coppie  di  punti  a'a^,  b'b\  ,  c'c,  sono  in  involuzione  (  108), 
epperò  le  rette  aa\  ,  66,  ,  cci  passano  per  uno  stesso  punto  d.  Se  di  più  si 
suppone  che  a,  b  siano  poli  ordinatamente  coniugali  ad  a,  h' ,  le  polari  di 
a' ,  b'  sono  le  rette  aa^  ,  bb^ ,  talché  il  polo  della  trasversale  sarà  il  punto  d. 
Dunque  la  polare  di  e  è  ccj ,  ossia  anche  i  punti  e,  e  sono  poli  coniugati. 
Abbiamo  co.4  il   teorema  : 

Se  i  termini  di  due  diagonali  ad,  bb'  d'  un  quadrilate- 
ro completo  formano  due  coppie  di  poli  coniugati  rispet- 
to ad  una  data  conica^  anche  i  termini  della  terza  diago- 
nale ce'  sono    coniugati    rispetto    alla    ta  edesi  ma    conica  (**). 

110.  Se  un  polo  percorre  una  data  curva  C,,,  dell'ordine  »n ,  avente  d 
punti  doppi  e  k  cuspidi,  la  retta  polare  (relativa  alla  conica  fondamentale  C^) 


(*  Steiner,  Systematische  Entuickelung  der  Àbhàngigkeit  geometrischer  Gestallen  von  cin- 
ander ,  Berlin  1832,  p.  308  (  Àufg.  46).  —  Ciusles,  Mémoire  sur  Ics  lignes  conjointes  dans 
tes  coniques  (Journal  de  M.  Liocville  ,  r.oiit  1838,  p.  396    . 

(**)  Hf.sse  ,  De  odo  punctis  inlerscctionis  trium  superpcierum  secwidi  ordinis  i  Dissertalio 
prò  venia  legcndi  ),  Rcgiomonti  1840,  p.  17. 
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inviluppa  una  seconda  curva  della  classe  m,  dotata  di  S  tangenti  doppie  e  % 
flessi,  la  quale  è  anche  il  luogo  dei  poli  delle  rette  tangenti  a  C,„  (103). 
Le  due  curve  diconsi  polari  reciproche. 

(a)  Se    la    conica   fondamentale  C^  è  (a')  Se    la    conica    fondamentale    C^, 

il    sistema    di  dne  rette  conconenti  in  nn  risguardata  come  inviluppo  di  seconda  clas- 

punto    i,  la    polare  d'ogni  punto  o  passa  se,  è  una  coppia    di  punti  oo' ,  il  polo  di 

per  {,  ed  invero  essa  è  la  coniugata  aimo-  ogni  retta  /{  giace  nella  retta  ou' ,  e  qne- 

nica   di    oi  rispello  al   pajo  di  rette  costi-  sta  è  divisa  armonicamente  dal  polo  e  dalla 

tuenti  la  conica  (T3,  b);ma  la  polare  del  polare,   l'ero  il  polo  della  retta  oo'  è  inde- 

punto    i   è    indeterminata  (72),  cioè  qua-  terminalo,  cioè  qualunque  piuilo  del  piano 

lunque    retta    nel    piano  può  essere  censi-  può    essere    assunto    come    polo   di  quella 

derala  come  polare  di  i.  Donde  segue  che  l'etta.  Ond'  è    che    ogni    punto    della  retta 

ogni    retta    passante    per  i  ha  infiniti  poli  oo'  ha  infinite  polari  tutte  incrociantisi  in 

tutti  situati  in  un'  altra  retta  passante  per  un  altro  punto  della  medesima  retta  ;  men- 

i ,  mentre    una    retta    non    passante  per  i  tre    un    punto    qualunque    esterno  alla  co' 

ha  per  unico  polo  questo  punto.  non  ha  altra  polare  che  questa  reità. 

Perciò  se  e  data  una  curva  delia  clas-  Dunque,  se  è  data  una  curva  dell'or- 
se r ,  considerala  come  inviluppo  di  rette,  dine  r,la  sua  polare  reciproca ,  cioè  l' in- 
la  sua  polare  reci|)roc3 ,  ossia  il  luogo  dei  viluppo  delle  polari  de' suoi  punti,  è  il 
poli  delle  sue  tangenti,  sarà  il  sistema  di  sistema  di  »•  punti  situati  iu  linea  retta 
r  rette  passanti  per  i  e  ordinatamente  con-  con  oo'  ,  i  quali  sono  ,  rispetto  a  questi 
iugate  armoniche  (rispetto  alle  due  rette  due,  i  coniugati  armonici  di  quelli  ove  la 
onde  consta  C,  )  di  quelle  r  tangenti  che  curva  data  incontra  la  reità  oo' . 
si  possono  condurre  da  i  alla  curva  data. 

(!))  Nell'ipotesi  (a)  è  evidente  che  ogni  trilatero  coniugato  avrà  un  vef- 
tice  in  i,e  due  lati  formeranno  un  sistema  armonico  colle  due  rette  costituenti 
la  conica  fondamentale.  Viceversa,  se  un  trilatero  dato  è  coniugato  ad  una  co- 
nica che  sia  nn  pajo  di  rette ,  queste  dovranno  tagliarsi  in  un  vertice  e  for- 
mare un  fascio  armonico  con  due  lati  del  trilatero  medesimo  ;  e  in  particolare , 
un  lato  di  questo,  considerato  come  il  sistema  di  due  rette  coincidenti,  terrà 
luogo  di  una  conica  coniugala  al  trilatero.  Per  conseguenza ,  le  tre  rette  cosli- 
tuenli  il  trilatero  contengono  i  punti  doppi  delle  coniche  ad  esso  coniugate ,  os- 
sia (  92  ;  108 ,  e)  l'Hessiana  della  rete  formata  dalle  coniche 
coniugate    ad    un    trilatero    dato    A    il    trilatero    medesimo. 

111.  In  virtù  del  teorema  generale  (110),  la  polare  reciproca  di  una 
conica  K  rispetto  ad  un'  altra  conica  C,  è  una  terza  conica  K'  ;  le  dne  curve 
K,  K'  avendo  Ira  loro  tal  relazione  che  le  tangenli  di  ciascuna  sono  le  polari 
dei  punii  dell'altra  rispetto  a  C.,.  Ne' quattro  punti  comuni  a  ^,  la  conica 
fondamentale  Cj  ^  toccata  dalle  (piattro  tangenti  comuni  a  A";  dunque  (  108,  d) 
le  tre  coniche  C, ,  K ,  K'  sono  coniugate  ad   imo   stesso   triangolo. 

(a)  Se  R  (>  la  polare  di  un  punto  r  rivpetlo  a  ff ,  e  se  r' ,  i?'  sono  il 
polo  e  la  polare  di  /} ,  r  rispello  a  C.>,  è  evidente  che  r'  sarà  il  polo  di  fl' 
rispetto  a  K . 

(b)  1  punti  comuni  a  A',  K'  sono  i  poli,  rispetto  a  Co,  delle  tangenti 
comuni  alle  medesime  coniche.  Donde  segue  che ,  se  più  coniche  sono  circo- 
scritte ad  uno  stesso  (jiiadrangolo ,  le  loro  polari  reciproche  saranno  inscritte 
in  uno  stesso  (jiiadrilatcro.  E  siccome  le  prime  coniche  sono  incontrate  da  una 
trasversale  arhitraria  in  coppie  di  punti  formanti  un'involuzione,  così  le  tan- 
genti condotte  da  un  punto  (jiialiinqne  alle  coniche  inscritte  in  un  quadrilatero 
sono  pur  accoppiate  involuloriamente. 
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(e)  Se  sono  date  a  priori  enlrambe  le  coniche  K,  E' ,  le  quali  si  se- 
ij'hino  ne' punti  abcd  ed  abbiano  le  tangenti  comuni  ABCD ,  la  conica  rispetto 
alla  quale  K,  K  sono  polari  reciproche  dovrà  essere  coniugata  (  1 1 1  )  al  trian- 
golo formato  dai  punti  diagonali  del  quadrangolo  abcd  e  dalle  diagonali  del 
quadrilatero  ABCD  (lOS,  e).  Per  determinare  completamente  questa  conica, 
basterà  aggiungere  la  condizione  che  il  pnnto  a  sia,  rispetto  ad  essa,  il  polo 
di  una  delle  quattro  rette  ABCD  |108,  f).  Donde  segue  esservi  quattro 
coniche,  rispetto  a  ciascuna  delle  quali  due  coniche  date 
sono    polari    reciproche. 

(d)  Date  due  coniche  ^,  ^',  la  prima  di  esse  sia  circoscritta  ad  un  trian- 
golo pqr  coniugato  alla  seconda.  Se  C^  è  una  conica  rispetto  a  cui  le  date 
siano  polari  reciproche ,  e  se  le  rette  PQR  sono  le  polari  de'  punti  pqr  ri- 
spetto a  C,  il  trilatero  PQR  sarà  circoscritto  a  K' .  Ma  il  triangolo  pqr  è 
supposto  coniugato  a  K' ;  dunque  (a)  il  trilatero  PQR  sarà  coniugato  a  K. 
Ossia  : 

Se  una  conica  è  circoscritta  ad  un  triangolo  coniugato 
ad  una  seconda  conica,  viceversa  questa  è  inscritta  in  un 
trilatero    coniugato    alla    prima;    e    reciprocamente  (*). 

Quindi,  avuto  riguardo  al  doppio  enunciato  (108,  g): 

Se  una  conica  è  inscritta  in  un  triangolo  coniugato  ad  un'  altra  conica 
(ossia,  se  questa  è  circoscritta  ad  un  triangolo  coniugato  a  quella),  la  polare 
reciproca  della  seconda  conica  rispetto  alla  prima  è  1'  inviluppo  di  una  retta 
che  tagli  armonicamente  le  due  coniche  datele  la  polare  reciproca  della  prima 
rispetto  alla  seconda  è  il  luogo  di  un  punto  dal  quale  tirate  le  tangenti  alle 
due  coniche  date,  si  ottenga  un  fascio  armonico. 

(e)  In  generale,  date  due  coniche  K,  K  ,  proponiamoci  le  seguenti  qui- 
stioni   (**)  : 


Quale  è  1'  inviluppo  di  una  retta  che 
seghi  le  coniclie  date  in  quattro  punti  ar- 
monici? quante  rette  dotale  di  tale  pro- 
prietà  passano    per   un    punto  qualunque, 


Quale  è  il  luogo  di  un  punto  dal  quale 
si  possa  condurre  un  fascio  armonico  di 
tangenti  alle  coniche  date?  quanti  punii 
dolali  di  questa  proprietà  esistono  in  una 


ex.  gr.  per  uno  de' punii  abcd  comuni  alle  retta  qualunque  ,  ex.  gr.  in  una  delle  tan- 
genti ABCD  comuni  alle  coniche  date?  E 
evidente  che  le  sole  intersezioni  della  retta 
A  col  luogo  di  cui  si  tratta  sono  i  punti 
in  cui  la  retta  medesima  tocca  l'  una  o 
r  altra  conica  data.  Il  luogo  richiesto  è 
dunque  una  conica  F'  passante  per  gli 
otto  punti  in  cui  le  curve  date  sono  toc- 
cate dalle  loro  tangenti  comuni. 


coniche  date?  Affinchè  una  retta  condotta 
per  o  seghi  K,  K'  in  quattro  punti  ar- 
monici, tre  di  questi  dovranno  coincidere 
in  o,  cioè  le  sole  tangenti  che  per  a  si 
possano  condurre  all'  inviluppo  richiesto 
sono  le  due  rette  che  ivi  toccano  I' una  o 
I'  altra  conica.  Dunque  l' inviluppo  è  una 
conica  F  tangente  alle  otto  rette  che  toc- 
cano in  ahcd  le  curve  date. 

Di  queste  otto  rette,  le  quattro  che 
toccano  A"  sono  anche  tangenti  (III)  alla 
conica  E,  polare  reciproca  di  K  rispetto 
a  K'  ;  ossia  le  coniche  A",  H,  F  sono  in- 
scritte nello  stesso   quadrilatero.  Dunque, 


Di  questi  otto  punti,  i  quattro  situati 
in  K  appartengono  anche  alla  conica  H' , 
polare  reciproca  di  A"  rispetto  a  K ;  vale 
a  dire,  le  coniche  K,  H' ,  F'  appartengono 
ad  uno  stesso  fascio.  Dunque ,  se  un  punto 


(*)  Messe,   Vorlesunyen  iiber  anutytisclw  Geometrie  des  Raumes ,  Leipzig  1861,  p.  71 
(**)  Stacdt  ,  l'eber  die  Kurven  ?.  Ordnung ,  Niirnberg  1831 ,  p.  25. 
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se  una  tangente  di  B,  non  comune  a  ^',  di  H'  ,  non    comune   a  K,  è  centro  d'un 

sega    armonicamente    K ,  li',   le    coniche  fascio  armonico  di  rette  tangenti  a  A',  i'', 

H,  F  coincidono.  Ciò  accade  quando  A'  è  le    conìciie  H' ,  F'  si   confondono   in    una 

circoscritta    ad    un   triangolo    coniugato  a  sola.  Ciò  accade  quando  K'  è  inscritta  in 

K'  (d).  un  triangolo  coniugalo  a  K  (d). 

Se  C,  è  una  conica  rispetto  alla  quale  K,  K'  siano  polari  reciproche, 
evidealeraente  le  coniche  F ,  F'  {  come  pure  H,  H'  )  sono  polari  reciproche 
rispetto  a  r^. 

(f)  Siano  K,  A",  K"  tre  coniche  circoscritte  ad  uno  slesso  qiiadraugolo 
abcd ,  e  le  prime  due  siano  separatamente  circoscritte  a  due  triangoli  coniuga- 
ti ad  una  medesima  conica  C.^.  Le  coniche  H,  W,  H",  polari  reciproche  di 
quelle  prime  tre  rispetto  a  Co,,  saranno  tutte  toccate  dalle  rette  ABCD ,  pola- 
ri de' punti  abcd  rispetto  a  C,  (b).  Dunque  (d)  la  retta  A  sega  armonica- 
mente sì  le  due  coniche  Cj,  K,  che  le  due  G,  K' ;  cioè  le  intersezioni  di 
Cj  con  A  sono  i  punti  doppi  dell'  involuzione  (  quadratica  )  che  le  coniche 
del  fascio  (  KK'  )  determinano  sopra  A.  Di  qui  si  trae  che  A  taglia  armoni- 
camente anche   C,,  K",  ossia  (e): 

Se  in  due  coniche  sono  separatamente  inscritti  dne 
triangoli  coniugati  ad  una  conica  data,  qualunque  altra 
conica  descritta  pei  punti  comuni  alle  prime  due  sarà  pur 
circoscritta    ad    un    triangolo    coniugato    alla    conica    data. 

Art.  XIX.  Curve  flesrritte  da  nn  pnnto.  lu  inilicatrioi 
del  quale  variiuo  con  Iciss^e  data. 

112.  Riprendendo  il  caso  generale  d'una  curva  fondamentale  C»  d'ordi- 
ne qualsivoglia  n ,  cerchiamo  di  condurre  per  un  dato  pimto  p  una  retta  che 
tocchi  ivi  la  prima  polare  d'  alcun  punto  o  della  reità  medesima  (*).  Le  pri- 
me polari  passanti  per  p  hanno  i  loro  poli  nella  retta  polare  di  questo  punto. 
Se  inoltre  p  dev'  essere  il  punto  di  contatto  della  prima  polare  con  una  tan- 
gente condotta  dal  polo  o,  anche  la  seconda  polare  di  o  dovrà  passare  per 
p  (70);  talché  o  sarà  una  delle  intersezioni  della  retta  polare  colla  conica 
polare  di  p,  cioè  pò  dev'  essere  tangente  alla  conica  polare  di  p. 

Dunque  le  rette  che  risolvono  il  problema  sono  le  due  tangenti  che  da 
p  si  possono  condurre  alla  conica  polare  di  questo  punto  ,  ossia  le  due  indi- 
catrici del  punto  p  (90,  e). 

(a)  Se  p  è  un  punto  dell' Hessiana,  la  sua  conica  polare  è  un  pajo  di 
rette  incrociantisi  nel  corrispondente  pimto  o  della  Steineriana ,  pel  quale  pas- 
sa anche  la  retta  polare  di  p.  I  punti  di  questa  retta  sono  poli  di  altrettante 
prime  polari  passanti  per  p  ed  ivi  aventi  una  comune  tangente  (  90  ,  a  )  ;  don- 
de segue  che  questa  è  un'  indicatrice  del  punto  p.  Ma  le  indicatrici  di  p  so- 
no insieme  riunite  nella  retta  pò   (  90  ,  e  )  ;  dunque  (  98  ,  b  )  : 

La     retta     che    unisce    un    punto    dell'    Hessiana   al   cor- 


(*)  Clebsch  ,  l.  e.  p.  280-285, 


91 

lispondenle    punto     della     Stein  e  liana     tocca    nel    primo    di 
questi    punii    tutte    le    prime    polaii    passanti    per    esso. 

Ond' è  che  la  linea  della  classe  3(n —  l  )(«  — 2  ),  inviluppo  delle  tan- 
genti comuni  ne' punti  di  contatto  fra  le  prime  polari  (91,0),  può  anche 
essere  definita  come  1'  inviluppo  delle  rette  che  uniscono  le 
coppiedipunticorrispondentidell'Hessiana  e  della  Stei- 
n  e  ria  n  a    (  98  ,  b). 

(b)  Data  una  retta  /J  ^  in  essa  esistono  2(»i  —  2)  punti,  ciascun  dei 
quali,  o,  è  il  polo  d'una  prima  polare  tangente  ad  R  in  un  punto  p  (  103  ,  e); 
epperò  in  una  retta  qualunque  vi  sono  2  (  n  —  2  )  p  u  n  t  i  ^  per 
ciascuno    de'  quali    essa    è    un'indicatrice. 

Se  R  è  una  tangente  della  curva  fondamentale ,  nel  punto  di  contatto  so- 
no riuniti  due  punti  o  ed  i  due  corrispondenti  punti  p. 

113.  Quale  è  il  luogo  del  punto  p,  se  una  delle  sue  indicatrici  passa 
per  un  punto  fisso  i?  Ciascuna  retta  condotta  per  i  contiene  2(n  —  2)  posi- 
zioni del  punto  p  (112,b);  ed  i  rappresenta  altri  due  punti  p,  corrispon- 
denti alle  due  indicatrici  dello  stesso  punto  i.  Dunque  il  luogo  richiesto  è  una 
curva  L"  dell'ordine   2  (  ra  — 2  ) -(-2  =  2  (  n — 1),  che  passa  due  volte  per  i. 

Considerando  una  tangente  della  curva  fondamentale ,  nel  punto  di  contat- 
to sono  riuniti  due  punti  p;  dunque  la  linea  L"  tocca  C„  negli  n{n — I) 
punti  di  contatto  delle  tangenti   condotte  a  questa  dal   punto   i. 

Quando  il  polo  o  (112)  prende  il  posto  del  punto  ? ,  le  (jt— l)(n  — 2) 
intersezioni  della  prima  colla  seconda  polare  di  i  sono  altrettante  posizioni  del 
punto  p.  Viceversa,  se  p  è  nella  seconda  polare  di  i,  la  conica  polare  di  p 
passa  per  i;  ma  i  dee  giacere  in  una  tangente  condotta  da  p  alla  conica  po- 
lare di  quest'  ultimo  punto  ,  dunque  anche  la  retta  polare  di  p  passerà  per  i^ 
e  conseguentemente  p  giacerà  nella  prima  polare  di  i.  Quegli  (n  —  l)(n  —  2) 
punti  sono  pertanto  i  soli  che  la  curva  L"  abbia  comuni  colla  seconda  polare 
di  ?;  ond' è  che  in  tutti  quei  punii  le  due  curve  si  toccano.  Concludiamo 
adunque  che  la  curva  L"  tocca  la  curva  fondamentale  e  la  seconda  polare  del 
punto  i  ovunque  le  incontra  ,  e  gli  n  (n  —  1  )  -t-  (  n  —  1  )  (n  —  2  )  punti  di 
contatto  giacciono  tutti  nella  prima  polare  di  i. 

Siccome  la  prima  polare  di  i  presa  due  volte  può  considerarsi  come  una 
linea  dell'ordine  2(k — 1),  e  siccome  la  curva  fondamentale  e  la  seconda 
polare  di  i  costituiscono  insieme  un'altra  linea  dello  stesso  ordine;  così  (41) 
per  i  2  (  Ji — 1  )-  punti,  ne' quali  la  prima  polare  di  i  sega  €>,  e  la  seconda 
polare  ,  si  può  far  passare  un  fascio  di  curve  dell'  ordine  2  (  n  —  1  ) ,  ciascu- 
na delle  quali  tocchi  la  curva  fondamentale  e  la  seconda  polare  di  i  in  tutti 
quei  punti.  Fra  le  infinite  curve  di  questo  fascio ,  quella  che  passa  per  i  è  L". 

114.  Di  qual  classe  è  l'inviluppo  delle  indicatrici  dei  punti  di  una  data 
curva  C,„  d'ordine  m?  Ossia,,  quanti  punti  di  questa  curva  hanno  un'indi- 
catrice passante  per  un  punto  i  fissato  ad  arbitrio?  Il  luogo  di  un  punto  p^ 
un'indicatrice  del  quale  passi  per  t,  è  (113)  una  curva  dell'ordine  2()i — 1  ), 
che  segherà  C,„  in  2m{n  —  1)  punti;  dunque  in  /  concorrono  2w  (  n  —  1  ) 
tangenti  dell'  inviluppo  richiesto. 

Si  noti  poi  che  quest'  inviluppo  tocca  la  curva  fondamentale  ovunque 
essa  è  incontrata  da  C,»  ;  e  ciò  perchè  ciascuna  di  queste  intersezioni  ha  le 
sue  indicatrici  confuse  insieme  nella  relativa  tangente  di  C, .  Dunque  : 
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Le  indicatrici  dei  punti  di  una  linea  d'ordine  ?ji  in- 
viluppano una  linea  della  classe  Hm  <  n  —  1  i  _.  che  tocca  la 
curva  fondamentale  ne"  punti  ove  ijuesta  è  incontrata  dalla 
linea    d'ordine    m. 

la)  Di  qui  per  m  =  1  «i  ricava  che  le  indicatrici  dei  punti  di  una  retta 
data  inriloppano  una  curva  della  classe  2|n— 1  i.  la  quale  tocca  in  fìl;»  — 2) 
punti  la  retta  medesima .  perchè  questa  è  indicatrice  di  2  (  n  —  2  )  suoi  puoli 
I  112,  b|. 

(  b  I  In  virtù  del  teorema  generale  or  dimostrato .  se  il  punto  p  percorre 
1' Hessiana  che  è  una  curva  dell'ordine  3  In  —  2),  le  indicatrici  di  p  invi- 
luppano una  linea  della  classe  Gin  —  1m"  —  2);  ma  siccome  in  questo  ca- 
so, per  ogni  posizione  di  p  le  due  indicatrici  si  confondono  in  una  retta  unica 
(  90  j  e  ) ,  così  la  classe  dell'  inviluppo  si  ridurrà  a  3  I  ti  —  1  i  (  n  —  2  )  :  risul- 
tato già  ottenuto  altrimenti  |91.  b;   112.  a). 

A  quest'  inviluppo  arrivano  3  I  n  —  1  )  (  n  —  2  )  tangenti  da  ogni  dato  punto 
i:  onde  ciascuno  dei  3(n  —  l)(n  —  2)  punti  p  dell"  Hessiana  ,  le  indicatrici 
de' quali  sono  le  anzidette  tangenti,  rappresenta  due  intersezioni  dell' Hessiana 
colla  cnrva  i"  superiorraenìe  determinata   (113). 

Riunendo  questa  proprietà  colle  altre  già  dimostrate  (113).  si  ha  l'e- 
nunciato : 

Dato  un  punto  !_,  il  luogo  di  un  punto  p  tale  che  la 
retta  pi  sia  tangente  alla  conica  polare  di  p  è  una  linea 
dell'  ordine  2(n  —  1).  che  passa  due  volte  per  i  e  tocca 
la  curva  fondamentale,.  1"  Hessiana  e  la  seconda  polare  di 
«    ovunque    le    incontra. 

115.  Cerchiamo  ora  di  determinare  l'ordine  del  luogo  di  un  punto  p. 
nn'  indicatrice  del  quale  sia  tangente  ad  una  data  curva  K,  della  classe  r ,  cioè 
indaghiamo  quanti  punii  sianvi  in  una  retta  R,  dolati  di  un'indicatrice  tan- 
gente a  Kr.  Se  il  punto  p  si  muove  nella  retta  R,  le  sue  indicatrici  invilup- 
pano (114;  ai  una  linea  della  classe  2(n  —  1  ).  la  quale  avrà  2r(n  —  1) 
tangenti  comuni  colla  data  curva  Er .  Dunque  il  luogo  richiesto  è  dell'  ordine 
2r  I  H  —  1  ). 

Se  considèiiaino  una  tangente  connine  a  E,  ed  a  f,.  .  nel  conlatto  con 
quest'ultima  linea  sono  riuniti  due  punti  p.  pei  quali  la  tangente  fa  l'ufficio 
d'  indicatrice  :  donde  s' inferisce  che  il  luogo  richiesto  tocca  la  curva  fonda- 
mentale negli  rn{n —  1  )  punti  ove  questa  è  toccata  dalle  tangenti  comuni  a 
Erj  ovvero  (  ciò  che  è  la  stessa  cosa  |  ne'  punti  in  cui  la  curva  fondamentale 
è  incontrata  dalla  prima  polare  di  Er  (104,  d). 

La  curva  Er  ha  3r(n  —  1  )(n  —  2)  tangenti  comuni  colf  inviluppo  del- 
le indicatrici  dei  punti  dell' Hessiana:  talché  3r(n  —  l)(n  —  2)  è  il  nume- 
ro dei  punti  comuni  all' Hessiana  ed  al  luogo  dell'ordine  2r(fi — 1),  di  cui 
qui  si  tratta.  Dunque  : 

Il  luogo  di  un  punto  dal  ij  u  a  I  e  tirati^  le  tangenti  alla 
sua  conica  polare,  una  di  queste  riesca  tangente  ad  una 
data  curva  della  classe  r,  è  una  linea  dell'ordine  2r(n  —  1) 
che  tocca  la  curva  fondamentale  e  1'  Hessiana  ovunque  le 
ine  OD  tra. 

116.  Dati    due    punti    fissi    ! ,.  j,  cerchiamo  il  luogo  di  un  punto  p  tale 
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che    le    rette   pi,  pj    siano    polari  coniugate  (108)  rispetto  alla  conica  polare 
di  p.  E  evidente  che  questo  luogo  passa  per  i  e  per  j. 

Sia  R  una  retta  condotta  ad  arbitrio  per  j ,  e  p  un  punto  di  R.  Le 
rette  polari  di  p,  i  rispetto  alla  conica  polare  di  p  incontrino  R  ne' punti 
a,  b;  1  quali  se  coincidessero  in  un  punto  solo,  questo  sarebbe  il  polo  della 
retta  pi  relativamente  alla  detta  conica,  talché 'si  avrebbe  in  p  un  punto  del 
luogo  richiesto.  Assunto  ad  arbitrio  il  punto  a  come  intersezione  di  R  con  una 
retta  polare ,  gli  corrispondono  n-\  posizioni  del  polo  pii  pnnti  comuni  ad 
R  e  alla  prima  polare  di  a),  e  quindi  altrettanti  punti  è.  Se  invece  si  a-u- 
me  ad  arbitrio  b,  come  incontro  di  R  colla  retta  polare  di  i  rispetto  ad  una 
conica  polare  indeterminata ,  il  polo  p  di  questa  è  nella  prima  polare  di  i  re- 
ativa  alla  prima  polare  di  b  169,  d),  cioè  in  una  curva  d'ordine  n  — 2. 
le  intersezioni^  della  quale  con  R  sono  le  posizioni  di  p  corrispondenti  al  dato 
punto  6;  ond' è  che  a  questo  punto  corrisponderanno  n  — 2  punti  a  (*1.  Dun- 
que il  numero  de' punti  p  in  R,  pei  quali  a  e  ò  coincidono,  è  (n— I  )h-I  n  — 2  »  : 
e  siccome  anche  j  è  un  punto  della  curva  cercata,  cosi  questa  è  dell'  ordine 
(  n  —  1  )  -t-  (  n  —  2  )  -T-  1  =  2  (  n  —  1  ).  La  designeremo  con  Z'J .  perchè  .  ove 
;  coincida  con  j,  essa  rientra  nella  curva  L"  già  considerata  (113). 

Sia  p  il  punto  di  contatto  della  curva  fondamentale  con  una  tangente 
nscita  da  iv  la  retta  polare  di  p  è  pi,  tangente  in  p  alla  conica  polare  dello 
stesso  punto  p,  onde,  qualunque  sia  /,  la  retta  pj  passa  pel  polo  di  pi. 
Dunque  p  è  un  punto  di  Z ^  ,  cioè  questa  linea  passa  per  gli  n  (  n  -  1  )  punti 
di  contatto  della  curva  fondamentale  colle  tangenti  che  le  arrivano  da  i;eper 
la  stessa  ragione  passerà  anche  per  gli  nin-\)  punti  in  cui  C„  è  toccata 
da  rette  condotte  per  j. 

Cerchiamo  in  quanti  e  quali  punti  la  curva  L'J  incontri  la  prima  polare 
di  t  relativa  alia  prima  polare  di  j,  la  quale  chiameremo  per  brevità  seconda 
polare  mista  de'  punti  ij.  Se  questa  seconda  polare  mista  passa  per  p  .  vice- 
versa (69,  d  la  retta  polare  di  i  rispetto  alla  conica  polare  di  p  passa  per 
j,  ossia  i  punti  (,  j  sono  poli  coniugati  (108)  relativamente  alla  conica  po- 
lare di  p.  In  tal  caso,  affiuchè  le  rette  pi",  pj  siano  polari  coniugate  rispetto 
alla  medesima  conica,  basta  evidentemente  che  la  retta  polare  di^p  passi  per 
t  0  per  j  ;  epperò  p  dovrà  trovarsi  o  nella  prima  polare  di  /  o  in  quella  di 
;.  Dunque  la  curva  L'J  passa  pei  punti  in  cui  la  seconda  polare  mista  de'  punti 
tj  è  segata  dalle  pnme  polari  de'  punti  medesimi. 

Ora  siano  p,  o  due  punti  corrispondenti  dell' Hessiana  e  della  Steineria- 
na,  tali  che  la  retta  pò  passi  per  /.  Per  esprimere  che,  rispetto  alla  conica 
polare  di  p,  le  rette  pi,  pj  sono  coniugate,  basta  dire  che  le  rette  polari  di 
p  e  j  (  relative  alla  conica  )  concorrono  in  un  punto  di  pi.  Ma  nel  caso  attua- 
le, la  conica  polare  di  p  è  un  pajo  di  rette  incrociantisi  in  o  (  90  .  altaiche 
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per  questo  punto  passano  le  polari  di  p  e  j  (  relative  alla  conica  medesima  ). 
E  siccome  anche  pi  contiene,  per  ipotesi,  il  punto  o,  così  p  appartiene  ad 
L'J ,  ossia  questa  curva  passa  pei  3(w— 1)(»  — 2)  punti  dell'  Hcssiana  ,  le 
cui  indicatrici  concorrono  in  i.  Analogamente  la  curva  L'J  passa  anche  pei 
3(n—  l)(n_2j  punti  dell' Hessiana  ,  le  indicatrici  de' quali  partono  da  j. 
Dunque  : 

Dati  due  punti  i ,  j ,  il  luogo  di  un  punto  p ,  tale  che 
le  rette  pi ,  pj  siano  coniugate  rispetto  alla  conica  polare 
di  p,  è  una  linea  dell'  ordine  2(n—  1),  che  passa:  1."  pei 
punti  i ,  y;  2.°  pei  punti  in  cui  la  curva  fondamentale  è 
toccata  dalle  tangenti  condotte  per  io  per/;  3."  pei  punti 
in  cui  la  prima  polare  di  i  (o  di  j  )  ò  toccata  da  rette 
concorrenti  in  j  (o  in  «);  4.°  pei  punti  d  e  11  '  Hes  si  an  a  ,  1  e 
indicatrici    de'  quali    convergono    ad    i    o    a   j. 

(a)  In  altre  parole,  la  linea  L'J  sega  la  curva  fondamentale  e  1'  Hessia- 
ua  ne' punti  ove  queste  sono  toccate  dalie  due  linee  L" ,  L'-' ,  che  dipendono 
separatamente  dai  punti  i,  j  (113). 

(b)  Se  il  punto  i  ò  dato,  mentre  j  varii  descrivendo  una  retta  R,  la 
linea  L'J  genera  un  fascio.  Infatti,  essa  passa ,  qualunque  sia  y,per4(n — 1  )'^ 
punti  fìssi,  i  quali  sono:  1."  il  punto  i;  2."  gli  n(n— 1)  iiunli  in  cui  €„ 
è  toccata  dalle  tangenti  che  passano  per  i;  3.°  i  3(n— l)(n  — 2)  punti 
delP  Hessiana ,  le  cui  indicatrici  concorrono  in  t;  4.°  i  2n  —  3  punti  nei 
quali  (oltre  a  j  che  è  variabile)  R  sega  L'J  ;  questi  ultimi  non  variano,  per- 
chè sono  i  punti  comuni  a  due  involuzioni  projetlive ,  indipendenti  dal  punto  j 
(  vedi  la  nota  a  pag.   93  ). 

Questa  proprietà  si  dimostra  anche  cercando  quante  curve  L'J  passino  per 
un  dato  pimto  q,  quando  i  sia  fìsso  e  j  debba  trovarsi  in  una  retta  R.  Sic- 
come le  rette  qi,  qj  devono  essere  coniugate  rispetto  alla  conica  polare  di  g^ 
così  il  punto  j  sarà  1'  intersezione  di  R  colla  retta  che  congiunge  q  al  polo 
di  qi  relativo  a  quella  conica.  Dunque  ecc. 

Nello  stesso  modo  si  dimostra  che,  se  i  ò  fisso,  le  curve  L'J  passanti  per 
uno  stesso  punto  q  formano  un  fascio  ;  cioè  per  due  punti  dati  q ,  q  passa  una 
sola  curva  L'J  relativa  al  punto  fisso  i;  ecc. 

117.  La  precedente  ricerca  (116)  può  essere  generalizzata,  assumendo 
una  curva-inviluppo  invece  del  punto  j ,  od  anche  ima  seconda  curva  invece 
di  i,  ovvero  una  sola  curva  in  luogo  del  sistema  dei  due  pimli. 

Data  una  curva  A',  della  classe  r  e  dato  un  punto  i ,  vogliasi  determinare 
il  luogo  di  un  punto  p  tale  che  la  retta  pi  sia  ,  rispetto  alla  conica  polare  di 
p,  coniugata  ad  alcuna  delle  tangenti  che  da  p  ponno  condursi  a  K,:  ovvero 
con  altre  parole,  la  retta  pi  passi  per  alcuno  de'  punti  in  cui  la  retta  polare 
di  p  taglia  la   curva  polare  reciproca  di  K,  rispetto  alla  conica  polare  di])  (110  ). 

La  curva  richiesta  passa  r  volte  per  j ,  giacché  se  il  pimto  ])  cade  in 
i,  sonvi  r  rette  jn  sodisfacenti  all'anzidetta  coudizione:  quelle  cioù  che  da  j 
vanno  agli  r  punti  in  cui  la  retta  polare  di  p  taglia  la  polare  reciproca  di  A',, 
(relativa  alla  conica  polare  di  i). 

Sia  p  un  punto  di  C,,;  la  l'etta  polare  di  p  sirà  la  tangente  alla  curva 
fondamentale  nel  punto  medesimo.  Laonde  se  (|uesta  retta  tocca  anche  K,-,  p 
sarà  un  punto  della  polare  reciproca  di  E,-  (  relativa  alla  conica  polare  di  p)  ; 
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e  siccome,  quahinque  sia  i,  la  reità  pi  passa  per  p,  piinlo  comune  alla  delta 
polare  reciproca  ed  alla  retta  polare  di  p ,  così  questo  punto  apparterrà  al 
luogo  richiesto.  Ond' è  che  questo  luogo  contiene  gli  rn(n  — 1)  punti  di  con- 
tatto delia  curva  fondamentale  colle  tangenti  comuni  a  K,- 

Se  invece  p  appartiene  a  C,,  e  pi  è  tangente  a  questa  curva  in  p^  la 
stessa  retta  pi  è  la  polare  di  p;  ma  essa  incontra  in  r  punti  la  polare  reci- 
proca di  Krj  dunque  p  è  un  piinto  multiplo  secondo  r  per  la  curva  richie- 
sta. Questa  ha  pertanto  n{n  —  l)  punti  (r)'''',  e  son  quelli  ove  C„  ^  toccata 
da  tangenti  che  concorrono  in  /. 

Sia  p  un  punto  dell' Hessiana ,  o  il  corrispondente  punto  della  Steioeria- 
na.  Se  pò  ò  tangente  alla  data  curva  K,,  essa  sarà  coniugata  alla  retta  pi 
rispetto  alla  conica  polare  di  p;  infatti,  sì  quella  tangente  che  le  polari  dei 
punti  p,  i,  relative  a  questa  conica,  concorrono  nel  punto  o.  Donde  s'infe- 
risce che  p  è  un  punto  del  luogo  che  si  considera;  vale  a  dire,  questo  luogo 
passa  pei  3r  (n  —  l)(n  —  2)  punti  dell' Hessiana ,  le  indicatrici  de'  quali 
toccano  A',. . 

Siano  ancora  p,  o  punii  corrispondenti  dell' Hessiana  e  della  Sleineriana  ; 
ma  pò  passi  per  i.  Allora,  siccome  la  conica  polare  di  p  è  un  pajo  di  rette  in- 
crociate in  0,  cosi  la  polare  reciproca  di  K,.  rispetto  a  tale  conica  sarà  f  110,  a) 
un  fascio  di  r  rette  concorrenti  in  o.  Ond'  è  che  il  punto  o  rappresenta  r  in- 
tersezioni sì  della  retta  pi  che  della  retta  polare  di  p  colla  polare  reciproca 
di  A',,,  e  per  conseguenza  p  tien  luogo  di  r  punti  consecutivi  coraiuii  alla 
curva  richiesta  ed  all' Hessiana.  Dunque  il  luogo  geometrico,  del  quale  si 
tratta,  ha  un  contatto  (r)'"'"'"  coli' Hessiana  in  ciascuno  dei  3(n  —  l)(n  —  2) 
punti  le  cui  indicatrici  passano  per  i. 

Passiamo  da  ultimo  a  determinare  1'  ordine  della  curva  in  questione.  Sia 
R  una  retta  arhitraria  condotta  per  i,  e  p  un  punto  in  R.  La  retta  polare 
di  p  incontri  i?  in  a,  e  la  polare  reciproca  di  A',.  (  rispetto  alla  conica  pola- 
re di  p  )  seghi  R  \n  r  punti  b.  Se  si  assume  ad  arbitrio  a,  vi  corrispondono 
n  —  1  posizioni  di  p  (  le  inlersezioni  di  R  colla  prima  polare  di  a  )  e  quin- 
di r{n —  1)  posizioni  di  b.  Se  invece  si  assume  ad  arbitrio  6,  come  incon- 
tro di  R  colla  polare  reciproca  di  A',,  rispello  alla  conica  polare  di  un  polo 
indeterminato,  questo  polo  giace  (104,  k)  nella  prima  polare  di  A,,  relativa 
alla  prima  polare  di  b;  la  qual  curva  essendo  (104,  d)  dell'ordine  r  (n  —  2) 
sega  R  in  ailreltanti  punti  p ,  eil  a  ciascuno  di  questi  corrisponde  un  punto  a. 
Così  ad  ogni  punto  a  corrispondono  r{n  —  1)  punii  b,  ed  ogni  punto  b  in- 
dividua r  {n  —  2)  punti  a;  onde  la  coincidenza  di  un  punto  a  con  uno  dei 
corrispondenti  punti  b  avverrà  r{n — l)-J-r(n  —  2)  volle.  Ma  ove  tale  coin- 
cidenza si  verifichi ,  il  punto  p  appartiene  alla  curva  cercata.  Questa  ha  dun- 
que r(2n  — 3)  punti  in  R,  oltre  al  punto  i  che  è  multiplo  secondo  r;  vale 
a  dire,  essa  è  dell'  ordine  2r  (n  —  1  ). 
(a)  Analogamente  si  dimostra  che: 

Date  due  curve  A',.,  A',,  le  cui  classi  siano  r,  s,  il  luogo  di  un  punto 
p  tale  che  due  tangenti  condotte  per  esso,  1' una  a  A',,,  l'altra  a  A',,  siano 
coniugale  rispetto  alla  conica  polare  dello  stesso  punto  p,  ò  una  linea  del- 
l' ordine  2)\s(n  —  0  j  '"  q'iale  1."  passa  s  volle  per  ciascuno  degli  rtì{n —  I) 
punti  in  cui  la  curva  fondamentale  C,,  è  toccala  da  rette  tangenti  di  A,  ; 
2.°  passa  r  volte  per  ciascuno  degli  sn{n — 1)   punii  in  cui  0,    è  toccata  da 
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relte  tangenti  di  A',-;  3.°  ha  coli'  Hessiana  nn  conlatto  (s)^"»'»  in  ciascuno 
(lei  3r  (»i  —  1  )  (n  —  2  )  punii  le  cui  indicatrici  toccano  A',.;  4.°  ha  coli' Hes- 
siana uiedesiina  un  contatto  (r )'""""  in  ciascuno  dei  3s  (n  —  1  )  (»i  —  2  )  punti 
le  indicatrici  dei  quali  sono  tangenti  a  A'^ . 

(h)  Se  invece  è  dato  mi  solo  inviluppo  A',-  della  classe  r,  e  si  cerca  il 
luogo  di  un  punto  p  tale  che  due  tangenti  condotte  da  esso  a  A',,  siano  con- 
iugate rispetto  alla  conica  polare  di  p,  si  trova  una  linea  dell'  ordine 
rn{r — l)(n  —  t),  la  quale  passa  r — 1  volte  per  ciascuno  degli  rn(n — 1) 
punti  ove  la  curva  fondamentale  è  toccata  da  rette  tangenti  di  A',.,  ed  ha  un 
conlatto  (r  —  l  )/"""o  coli' Hessiana  in  ciascuno  de'  3r(n —  1)(«  —  2)  punti 
di  questa  curva,  le  indicatrici  de' quali  toccano  A,.. 

Art.  XX.  Alcune  proprietà  della  curva  Ilcssiaiia 
e  della  §>teiueriniia. 

118.  Sia  p  un  punto  dell' Hessiana  ed  o  il  corrispondente  punto  della 
Steineriana.  L'  ultima  polare  di  p  è  una  retta  passante  per  o,  i  punti  della 
quale  sono  poli  d'  altretlanle  prime  polari  toccale  in  p  dalla  retta  pò  ;  ma 
fra  esse  ve  n'ha  una  dotala  d'un  punto  doppio  in  p ,  e  il  suo  polo  è  o 
188,  d;  90,  a;  112,  a). 

(a)  Siano  o,  o  due  punti  della  Steineriana;  i  poli  della  retta  oo'  saran- 
no le  (n —  1  )-  intersezioni  delle  prime  polari  di  quei  due  punti,  le  quali 
hanno  rispettivamente  per  punti  doppi  i  corrispondenti  punti  p,  p'  dell' Hes- 
siana. Assumendo  d  iiifmitamente  vicino  ad  o,  la  retta  od  ossia  la  tangente 
in  0  alla  Steineriana  avrà  un  polo  in  p;  dunque  le  tangenti  della 
Steineriana  sono  le  relte  polari  dei  punti  dell'  Hessia- 
n  a.  Ovvero  (  90  ,  b  )  : 

La  Steineriana  t>  l'inviluppo  di  una  retta  che  abbia 
due    poli    coincidenti. 

(  b  )  Questo  teorema  ci  mena  a  determinare  la  classe  della  Steineriana. 
Le  tangenti  condotte  a  questa  curva  da  un  punto  arbitrario  i  hanno  i  loro  poli 
nella  prima  polare  di  i,e  questa  sega  1' Hessiana  in  3(n  — l)(n  — 2)  pun- 
ti.  Dunque    la  Steineriana    è    della    classe    3(n— l)(n  — 2). 

(e)  Siccome  i  flessi  della  curva  fondamentale  C,,  sono  punti  dell'  Hes- 
siana (100),  così  le  rette  polari  dei  medesimi,  cioè  le  tangenti  stazionarie 
di  C„  5  sono  anche  tangenli  della  Steineriana. 

I  punii  della  Steineriana  che  corrispondono  ai  flessi  di  C,, ,  considerati 
come  piuili  dell'  Hessiana ,  giacciono  nelle  tangenti  stazionarie  della  curva  fon- 
damentale ;  queste  tangenti  adumiuc  toccano  anche  la  curva  della  classe 
3(n— l)(n— 2),  inviluppo  delle  indicatrici  dei  punti  dell'Hessiana   (114,  b). 

(d)  Secondo  il  teorema  generale  (103),  1' (  n  —  1  )'""  polare  dell'  Hes- 
siana, cioi^  1' inviliqtpo  delie  relte  polari  de' i)unli  dell'Hessiana,  è  una  cur- 
va A'  della  classe  3(n  —  l)(n-2)  e  dell'  ordine  3  (  n  —  2  )  (  5n  -  1 1  )  , 
della  quale  fa  parte  la  Steineriana. 

Se  i  è  l'intersezione  di  due  rette  tangenli  alla  Steineriana,  ciascuna  di 
esse  ha  un  polo  nell'  Hessiana ,  e  per  questi  due  poli  passa  la  prima  polare 
di  «.  Se  le  due  tangenti    vengono    a    coincidere,  i  due    poli   si    confondono  in 
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un  soì  punto,  nel  quale  1'  Hejsiana  sarà  toccala  dalla  prima  polare  di  j;  ep- 
però  quest'ultimo  sarà  un  punto  dell'In — 1  )'*'"  polare  dell' Hessiana ,  ri- 
guardala come  il  luogo  dei  poli  delle  prime  polari  tangenti  all'  Hessiana  me- 
desima. Ma  i  punii  i,  ne' quali  può  dirsi  che  coincidano  due  successive  tan- 
genti della  Steineriana,  sono,  oltre  ai  punii  di  questa  curva,  quelli  situati  in 
una  qualunque  delle  tangenti  stazionarie  della  curva  medesima.  Per  conseguenza 
la  linea  A',  (n — 1  )'""  polare  dell' Hessiana,  è  composta  della  Steineriana  e 
delle  tangenti  stazionarie  di  questa.  Ossia,  la  Steineriana  ha 
3(n  —  2)(5n  —  U  )  —  3  (n  —  2)- =  3  (n  —  2)(4w— 9)  tangenti  sta- 
zionarie. 

Della   Steineriana   conosciamo   così   1'  ordine    3(n  —  2)-,    la   classe 
3(«—  1)(«  — 2)    ed    il    numero   3(n  — 2)(4n  — 9)  de' flessi.  Onde ,  appli- 
candovi le  forniole  di  Plucker  (99,100),  troveremo  che  la  Steineriana   ha 

3 
12(n  —  2)(n  —  3)    cuspidi,  —  (n  —  2)(ri  —  3)(3n-  —  9n  —  5)  punti 

3 
doppi    e    — (n  —  2)  (/i  —  3  )  (3n- —  3n  —  8  )   tangenti    doppie. 

Se  al  numero  delle  cuspidi  s'aggiunge  due  volte  (piello  de' flessi,  se  al 
numero  delle  tangenti  doppie  si  aggiunge  quello  delle  stazionarie,  e  se  il  nu- 
mero de^  punii  doppi  è  sommalo  col  numeio  de'  punti  in  cui  le  tangenti  sta- 
zionarie segano  la  Steineriana  e  si  segano  fra  loro  ;  si  ottengono  rispettivamen- 
te i  numeri  delle  cuspidi,  delle  tangenti  doppie  e  de' punti  doppi  della  com- 
plessiva curva  A'  d'  ordine  3(n  —  2)(5n — H),  {n  —  1  )'""  polare  del- 
l'Hessiana  ^  in  accordo  coi  risultali  generali  (103). 

119.  Sia  00  una  retta  tangente  alla  Steineriana;  o  il  punto  di  contatto; 
p  il  corrispondente  punto  dell'  Hessiana.  Le  prime  polari  dei  punti  di  co'  for- 
mano un  fascio  di  curve,  diesi  toccano  fra  loro  in  p,  avendo  per  tangente  co- 
mune pò.  Fra  le  curve  di  questo  fascio  ve  n'ha  una,  la  prima  polare  di  o^ 
per  la  quale  p  è  un  punto  doppio,  e  ve  ne  sono  altre  3(n  —  2)-  —  2,  cioè 
le  prime  polari  de'  punti  in  cui  oo  sega  la  Steineriana,  le  quali  hanno  un 
punto  doppio  altrove. 

(a)  Se  oo'  è  una  tangente  doppia  della  Steineriana;  o,  o'  i  punii  di 
contatto;  p,  p'  i  corrispondenti  punti  dell' Hessiana  :  allora  le  prime  pola- 
ri di  tulli  i  punti  di  oo'  si  toccheranno  fra  loro  sì  in  p  che  in  p.  Dun- 
que  (118,d): 

In    una    rete    geometrica    di    curve    d'   ordine    n  —  1,    vi 

3 

sono  —  (n  —  2)(n  —  3)(3n"-  —  3«— 8)    fasci,     in     ciascuno     dei 

quali    le    curve    si    toccano    fra    loro    in    due  punii  distinti. 

(  b  )  Se  nella  tangente  doppia  oo  i  punii  di  contatto  si  riuniscono  in  o^ 
per  modo  che  essa  divenga  una  tangente  stazionaria  della  Steineriana,  anche  i 
punii  pp  si  confonderanno  in  un  solo_,  e  le  prime  polari  dei  punii  di  oo  a- 
vranno  fra  loro  un  conlatlo  tripunlo  in  p,  punto  doppio  della  prima  polare 
del  flesso  o. 

Inoltre  quelle  prime  polari  toccano  in  p  1' Hessiana  ^  perchè  le  tangenti 
stazionarie    della    Steineriana    fauno    parie  (118,  d)    del    luogo    de' poli    delle 

13 
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prime  polari  tangenti  all'  Hessiana.  Donde  segue  che  ,  se  o  è  un  flesso 
della  Sicineriana  e  p  è  il  punto  doppio  della  prima  polare  di  o, 
la   retta   pò  è    tangente   all'  Hessiana   in  p. 

Cosi  è  anche  dimostrato  che  in  una  rete  geometrica  di  curve  d'  or- 
dine n  —  1,  v'hanno  3(n  —  2)(4n  —  9)  fasci,  in  ciascun  de'  qua- 
li le  curve  hanno  fra  loro  un  conlatto  tripunto,  cioè  si  osculano 
in    uno   stesso   punto. 

120.  Consideriamo  una  prima  polare  dotata  di  due  punti  doppi  p,  p' ,  e 
sia  0  il  polo  di  essa.  Condotta  per  o  una  retta  arbitraria  R ,  le  prime  polari 
dei  punti  di  R  formano  un  fascio^  nel  quale  trovansi  3(n  —  2)'^  punti  dop- 
pi (88)^  cioè  i  3(n  —  2)"-  pimti  comuni  ad  R  ed  alla  Steineriana  sono  i 
poli  d'  altrettante  prime  polari  dotate  di  un  punto  doppio.  Ma  ,  siccome  due 
punti  doppi  esistono  già  nella  prima  polare  di  o,  così  quel  fascio  avrà  sola- 
mente 3(n  —  2)'-  —  2  altre  curve  dotate  di  un  punto  doppio;  donde  s'infe- 
risce che  R  taglia  la  Steineriana  non  più  che  in  3(n  —  2)-  —  2  punti,  oltre 
ad  o,  cioè  o  è  un  punto  doppio  della  Steineriana. 

Quando  jR  prenda  la  posizione  di  P  retta  polare  di  p ,  le  prime  polari  dei 
suoi  punti  passano  tutte  per  p^  opperò  questo  punto  conta  per  due  fra  i 
3{n  —  2)'^  punti  doppi  del  fascio  (88,  a).  I  punti  p,  p  equivalendo  così  a 
tre  punti  doppi,  il  fascio  conterrà  soltanto  altre  3(n  — 2)'  — 3  curve  aventi 
un  punto  doppio;  e  ciò  torna  a  dire  che  la  retta  P  non  ha  che  3(n  — 2)-  — 3 
punti  comuni  colla  Steineriana,  oltre  ad  o.  Questo  punto  equivale  dunque  a 
tre  intersezioni  della  curva  con  P  ;  e  lo  stesso  può  ripetersi  per  P'  retta 
polare  di  p . 

Per  conseguenza  :  se  una  prima  polare  ha  due  punti  doppi 
p ,  p  ,  \\  suo  polo  0  è  un  punto  doppio  della  Steineriana, 
la    quale    è    ivi    toccala    dalle    rette    polari    di    p,   p' . 

Ed  avuto  riguardo  al  numero  de' punti  doppi  della  Steineriana  (118,  d  ), 
si  conclude: 

In    una    rete    geometrica    deli'  ordine    n  —  1,    vi   sono 

3 

—  (n  —  2  )  (n  —  3  )  (3n'- —  9n  —  5)   curve,  ciascuna  delle  quali  ha 

due    punti    doppi   (*). 

121.  Imaginisi  ora  una  prima  polare  dotata  di  una  cuspide  p,  e  siane  o 
il  polo.  Una  retta  qualunque  R  condotta  per  o  determina  un  fascio  di  prime 
polari,  una  delle  quali  ha  una  cuspide  in  p;  perciò  il  numero  di  (juelle  dotate 
di  un  punto  doppio  (88,  b)  sarà  3(n  — 2)'-^  — 2.  Dunque  R  inconti'a  la 
Steineriana  in  due  punti  riuniti  in  o. 

Ma  se  si  considera  la  retta  P  polare  di  p  ^  le  curve  prime  polari  dei 
suoi  punti  passano  tutte  per  p,  e  fra  esse  ve  n'ha  soltanto  3(« — 2)^  —  3, 
che  >iano  dotate  di  un  punto  doppio  (88,  e).  Cioè  il  punto  o  rappresenta  ti'e 
intersezioni  della  retta  P  colla  Steineriana  ;  ed  è  evidente  che  tale  proprietà  è 
esclusiva  alla  retta  P. 

Dunque  :    se     una     prima     polare    li  a    una    cuspide    p ,    il    suo 
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polo    o    è    una    cuspide    della    Steine  riana,    la    quale    ha    ivi 

per    tangente    la    iella    polare    di   p  (*) . 

Ed  in   causa  del  niiiuero  delle  cuspidi  della  Steineriana  (118,  d): 
In    una    rete    georaetrica    dell'   ordine    n —  1,    vi    sono 

1 2  (  n  —  "2  )  (  ?i  —  3  )   e  u  ]•  V  e  ,  ciascuna   delle   quali   è   dotata  di  una 

e  u  s  p  i  d  e. 

122.  Una  curva  C,„  d'  ordine  ni  incontri  T  Hessiana  in  3m(n  —  2)  punti  ; 
le  rette  polari  di  questi  punti  saranno  tangenti  sì  all'  (n—  1)""'  polare  di  C,„ 
(103,  e)  che  alla  Sleiueriana  (118,  a).  Sia  p  uno  di  quei  punii ,  ed  o  quello 
in  cui  la  Steineriana  è  toccala  dalla  retta  polare  di  p.  La  prima  polare  di  o 
ha  un  punto  doppio  in  p,  onde  ha  ivi  due  punii  coincidenti  comuni  con  C,„  ;  dun- 
que, siccome  V  {n  —  1  )'""  polare  di  C,,,  è  il  luogo  dei  poli  delle  prime  polari 
tangenti  a  Cm  (103),  così  o  è  un  punto  di  questa  (n — 1  )'""  polare.  Ossia: 

L'(n — 1  )'""  polare  di  una  data  curva  d'  ordine  in  tocca 
la  Steineriana  in  3m(n  — 2)  punti,  che  sono  i  poli  d'  al- 
trettante prime  polari  aventi  i  punti  doppi  nelle  interse- 
zioni   della    curva    data    coli'  Hessiaua. 

Se  m  :=  1  ,  abbiamo  : 

Una  retta  arbitraria  R  sega  I' Hessiana  in  3  (n  — 2  )  punii ,  che  sono  doppi 
per  altrellanle  prime  polari;  i  poli  di  queste  sono  i  punti  di  conlatto  fra  la 
Sleiueriana  e  1'  (n  —  1)'""   polare  di  R. 

Ed  è  evidente  che  : 

Se  R  è  una  tangenle  ordinaria  dell'  Hessiana,  V  (n—  l  )'""  polare  di  R 
avrà  colla  Steineriana  un  contatto  quadripunto  e   3n  —  8   contatti  bipunli. 

Se  /J  è  una  tangenle  stazionaria  dell'  Hessiana  ,  1'  (n  —  1  )'""  polare  di  R 
avrà  colla  Steineriana  un   contano  sipunlo  e  3  (  n  —  3  )   contatti  bipunli. 

E  se  i{  è  una  tangenle  doppia  dell'  Hessiana,  I'  (n  —  1)'""  polare  di  R 
avrà  colla  Steineriana  due  contalli  quadripunli  e  3n  —  10  conlatli  bipunli. 

.&BT.  XS.I.  Proprietà  delle  seconde  polari. 

123.  La  prima  polare  di  un  punto  o  rispetto  alla  prima  polare  di  un 
altro  punto  o  ,  ossia,  ciò  che  è  la  medesima  cosa  (69,  e),  la  prima  polare 
di  0  rispetto  alla  prima  polare  di  o,si  è  da  noi  chiamata  per  brevità  (116) 
seconda  polare  mista  de' punii  oo.  Avuto  riguardo  a  questa  denominazione,  la 
seconda  polare  del  punlo  o,  cioè  la  prima  polare  di  o  rispetto  alla  prima  po- 
lare di  0  (69,  b)  può  anche  chiamarsi  seconda  polare  pura  del  punto  o. 

Se  la  seconda  polare  misla  de'  punii  oo  passa  per  un  punlo  a  ,  la  retta 
polare  di  o  relativa  alla  conica  polare  di  a  passa  per  o'  (  69  ,  d)  ;  dunque  (  108  )  : 

La  seconda  polare  mista  di  due  punti  oo  è  il  luogo  di 
un  punto  rispetto  alla  conica  polare  del  quale  i  punti  oo 
siano    poli    coniugati. 

Ond'  è  che ,  data  una  retta  R ,  se  in  essa  assuraonsi  due  punii  oo'  i  quali 


(*)  Steiner  enunciò  che  la  Steineriana  (da  Ini  chiamata  Kerncurt'e  ,  ha  12(n  — 2)(n  — 3) 
cuspidi  (  C.  di  Crellu  ,  t.  47,  p.  4).  Poi  Clebsch  ,  avendo  trovato  lo  slesso  numero  di  polari  cuspidale, 
sospettò  che  i  poli  di  queste  fossero  le  cuspidi  della  Steineriana,  e  dimostrò  questa  proprietà  pel  caso  di 
n  —  i(  Veber  Curven  vierter  Ordnung,  Gioroale  Cbb lle-Bobcbardt ,  t.  59,  Berlino  1861,  p.  13I). 


100 

siano  coniugali  rispetto  alla  conica  polare  di  un  punto  a ,  la  seconda  polare 
mista  di  oo'  passerà  per  a.  Le  coppie  di  punti  in  R,  coniugali  rispetto  alla 
conica  suddetta,  formano  un'involuzione  i  cui  punti  doppi  ef  sono  le  interse- 
zioni delia  conica  colla  retta  (108).  I  punti  e/"  sono  pertanto  i  poli  di  due 
seconde  polari  pure  passanti  per  a. 

Di  qui  s'inferisce  che,  affinchè  una  seconda  polare  mista,  i  cui  poli  oo 
giacciano  in  iJ^  passi  per  Oj,  è  necessario  e  sufficiente  che  co  dividano  armo- 
nicamente .  il  segmento  ef;  vale  a  dire:  se  oo'ef  sono  quattro  punti  armonici, 
la  seconda  polare  mista  di  oo'  passa  pei  poli  di  tutte  le  coniche  polari  conte- 
nenti i  punti  ef.  Oia ,  quando  una  conica  polare  passa  per  due  punti  ef,  il 
suo  polo  giace  sì  nella  seconda  polare  pura  di  e  che  in  quella  di  f  (69,  a); 
gli  (n  —  2)-  punti  comuni  a  queste  due  seconde  polari  sono  poli  d' altrellan- 
te  coniche  polari  passanti  per  ef,  epperò  sono  anche  punti  comuni  a  tutte  le 
seconde  polari  miste  che  passano  per  a  ed  hanno  i  poli  in  R. 

Dunque  le  seconde  polari  miste  passanti  per  un  punto  dato  e  aventi  i 
poli  in  una  data  retta  formano  un  fascio  d'  ordine  n  —  2. 

Se  una  seconda  polare  mista  i  cui  poli  giacciano  in  R  dee  passare  per 
due  plinti  ab,  essa  è  pienamente  e  in  modo  unico  determinala.  I  punti  di  R, 
coniugati  a  due  a  due  rispetto  alla  conica  polare  di  a ,  formano  un'  involuzio- 
ne ;  ed  una  seconda  involuzione  nascerà  dal  punto  b.  1  punti  coniugati  comuni 
alle  due  involuzioni  (25,  b)  sono  i  poli  della  seconda  polare  mista  richiesta. 
Concludiamo  adunque  che  le  seconde  polari  pure  e  miste  i 
cui  poli  giacciano  in  una  data  retta  formano  una  rete  geo- 
metrica dell'  ordine  n  —  2.  Inoltre,  le  seconde  polari  pure  dei  punti 
della  retta  data  formano  una  serie  d'  indice  2  ;  cioè  per  un  punto  arbitrario  a 
passano  due  seconde  polari  pure  i  cui  poli  giacciono  nella  retta  data  (  e  nella 
conica  polare  di  a  ).  E  il  luogo  de'  punti  doppi  delle  seconde  polari  pure  e 
miste  de'  punti  della  retta  data,  cioè  I'  Hessiana  della  rete  anzidetta,  è  una 
curva  dell'ordine  3(n  — 3)      (92), 

124.  Abbiamo  or  ora  osservalo  che  per  due  punti  ef  della  data  retta  R 
passano  (n  —  2)-  coniche  polari,  i  poli  delle  quali  sono  le  intersezioni  delle 
seconde  polari  pure  di  e ,  f.  Se  questi  due  punti  s'  avvicinano  indetìnitamente 
sino  a  coincidere  in  uno  solo  f,  avremo  (n  —  2)-  coniche  polari  tangenti  in  /' 
alla  retta  7? ,  e  i  loro  poli  saranno  le  intersezioni  della  seconda  polare  pura 
di  f  con  quella  del  punto  infinitamente  vicino  in  R,  vale  a  dire,  saranno  al- 
trettanti punti  di  contatto  delia  seconda  polare  pura  di  f  colla  seconda  polare 
della  retta  data  (  la  curva  inviluppo  delie  seconde  polari  pure  de'  punti  di  R, 
ossia  il  luogo  de'  poli  delie  coniche  polari   tangenti  ad  R  (104)  ). 

Si  t>  inoltre  notato  che,  se  oo'ef  sono  quattro  punti  armonici  (in  R), 
la  seconda  polare  mista  di  oo  passa  per  le  (  n  —  2  )-  intersezioni  delle  secon- 
de polari  pure  di  e.  f.  Ora,  supposto  che  ef  coincidano  in  un  sol  punto  /", 
anche  uno  degli  altri  due  (  sia  o  )  cadrà  in  f  {4)  ;  dunque  la  seconda  pola- 
re mista  di  due  punti  of  in  R  passa  per  gli  (n  — 2)"-  punti  in  cui  la  secon- 
da polare  pura  di  f  tocca  la  seconda  polare  di  R.  Ossia  : 

f-.a  curva  d'  ordine  2(n— 2)^  seconda  polare  di  una 
retta  7?,  tocca  in  (n  —  2)'''  punti  la  seconda  polare  pura  di 
un  punto  qualunque  o  di  R.  ì  2  (  n  —  2  )"-  punti  in  cui  la  se- 
conda   polare    di  R  i^    toccata    dalle    seconde    polari    pure   di 
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due    punti    o ,  d    di    R,    giacciono    tutti    in    una    stessa    curva 
d'  ordine    n  —  2,  che    è  la  seconda  polare  mista  de'  punti  06, 

(  a  )  Di  qui  si  può  dedurre  che  la  seconda  polare  di  una  retta  ha ,  ri- 
spetto alle  seconde  polari  pure  e  miste  de'  punii  di  questa  retta  ,  tutte  le  pro- 
prietà e  relazioni  che  una  conica  possiede  rispetto  alle  rette  che  la  toccano  0 
la  segano. 

(b)  ìSè  questo  importante  risultalo  è  proprio  ed  esclusivo  alle  curve  se- 
conde polari  j  ma  appartiene  ad  una  rete  qualsivoglia.  Data  una  rete  geometri- 
ca di  curve  d'  ordine  m  ,  fra  queste  se  ne  assumano  infinite  formanti  una  serie 
d'  indice  2  :  il  loro  inviluppo  sarà  una  linea  tangente  a  ciascuna  curva  invilup- 
pala negli  m-  punii  in  cui  questa  sega  P  inviluppata  successiva.  Ma  per  un  pun- 
to arbitrario  passano  solamente  due  inviluppale:  anzi  queste  coincidono,  se  il 
ponto  è  preso  nella  linea-inviluppo.  Donde  segue  che  1"  inviluppo  non  può  in- 
contrare un' inviluppala  senza  toccarla:  e  siccome  queste  due  linee  si  toccano 
in  m-  punti,  così  l'inviluppo  delle  curve  della  serie  proposta  è  una  linea 
dell'  ordine  2?». 

Tulle  le  curve  di  una  rete,  passanti  per  uno  stesso  punto,  formano  un 
fascio.  Ora ,  i  punti  di  contatto  fra  1'  inviluppo  ed  un'  inviluppata  nascono 
dall'  intersecarsi  di  questa  coli'  inviluppata  successiva  ;  dunque  essi  cosliluiran- 
no  la  base  d'un  fascio  di  curve  della  rete.  Ossia  tutte  le  curve  della  rete, 
passanti  per  un  punto  ove  1'  inviluppo  sia  tangente  ad  una  data  inviluppata , 
passano  anche  per  gli  altri  ni"-  —  1  punii  di  contatto  fra  1'  inviluppo  e  P  in- 
viluppata medesima. 

Per  due  punti  in  cui  P  inviluppo  sia  toccato  da  due  inviluppate  differenti 
passa  una  sola  curva  della  rete.  Ond' è  che  una  curva  qualunque,  la  quale 
appartenga  bensì  alla  rete  ma  non  alla  serie ,  intersecherà  la  linea-invilnppo 
in  2m-  punti  ^  ove  questa  è  toccala  da  due  curve  della  serie. 

(e)  Ritornando  alla  seconda  polare  della  retta  R.  gli  (n  —  2)'-  punti 
di  contatto  fra  questa  curva  e  la  seconda  polare  pura  di  un  punto  0  di  7? 
compongono  la  base  di  un  fascio  di  seconde  polari  miste,  i  cui  poli  sono  o 
ed  un  punto  variabile  in  R.  Se  due  di  quei  punti  di  contatto  coincidano  in 
un  solo ,  le  curve  del  fascio  avranno  ivi  la  tangente  comune ,  e  per  una  di 
esse  quel  punto  sarà  doppio  (47).  Questo  punto  apparterrà  dunque  alla  curva 
Hessiana  della  relè  formata  dalle  seconde  polari  pure  e  miste  dei  punti  di 
R  (  123  ).  Ossia  in  ciascuna  delle  6  (n  —  2  )  (  ri  —  3  )  intersezioni  di  quest' Hes- 
siana colla  seconda  polare  di  R,  quest'ultima  curva  ha  un  conlatto  quadri- 
punto  con  una  seconda  polare  pura  (  il  cui  polo  è  in  /?  ) ,  la  quale  tocca  la 
medesima  curva  in  altri  (n  —  2)-  —  2   punti  distinti. 

12.5.  La  seconda  polare  della  retta  R  può  anche  essere  considerala  come 
il  luogo  delle  intersezioni  delle  curve  corrispondenti  in  due  fasci  projettivi. 
Siano  06  due  punii  fìssi ,  ed  ì  un  punto  variabile  in  R.  La  seconda  polare 
mista  di  oi  e  la  seconda  polare  mista  di  6i  s'  intersecano  in  I  «  —  2  )-  punti 
che  appartengono  alla  seconda  polare  di  i?,  perchè  in  essi  ha  luogo  il  con- 
tatto fra  questa  curva  e  la  seconda  polare  pura  di  i  (124).  Variando  i 
in  /? ,  mentre  00  rimangono  fissi,  quelle  due  seconde  polari  miste  generano 
due  fasci  projettivi  dell"  ordine  n  —  2  ;  ed  il  luogo  de'  punti  comuni  a  due 
cnrve  corrispondenti  è  appunto  la  seconda  polare  di  R. 

Ai  punii  oò  se  ne    possono    evidentemente    sostiluire    due   altri  qualunque 
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presi  in  lì,  perchè  le  (n  — 2)"-  intersezioni  delle  seconde  polari  miste  di  oi 
e  di  o'i  altro  non  sono  che  i  poli  di  /?  rispetto  alla  prima  polare  di  i  (77). 
Donde  si  ricava  quesl'  altra  definizione  (  86  )  : 

La  seconda  polare  di  una  retta  è  il  luogo  de'  poli  di 
questa  retta  rispetto  alla  prima  polare  di  un  punto  varia- 
bile   nella    retta    medesima    (*). 

(a)  Questa  definizione  conduce  spontaneamente  ad  un'importante  genera- 
lizzazione. Date  due  rette  R,  R',  quale  è  il  luogo  dei  poli  dell'  una  rispetto 
alla  prima  polare  di  un  punto  variabile  nell'altra?  Fissati  ad  arbitrio  due 
punti  00  in  /?'_,  e  preso  un  punto  qualunque  i  in  li,  le  seconde  polari  miste 
de' punti  oi  ed  o'i  si  segano  in  fn  — 2)'-  punti ,  che  sono  i  poli  di  li'  rispet- 
to alla  prima  polare  di  j.  Variando  i  in  lì,  quelle  seconde  polari  miste  gene- 
rano due  fasci  progettivi  dell'  ordine  «  —  2  ;  ed  il  luogo  de'  punti  ove  si  se- 
gano due  curve  corrispondenti  è  una  linea  dell' ordiue  2  («  —  2),  la  quale  è 
evidentemente  la  richiesta.  Ad  essa  può  darsi  il  nome  di  seconda  polare  mista 
delle  rette  Itli',  per  distinguerla  dalla  seconda  polare  pura  di  li,  superior- 
mente definita, 

(b)  Come  la  seconda  polare  pura  di  i?  è  il  luogo  di  un  punto  la  cui 
conica  polare  è  toccata  da  R ,  così  la  seconda  polare  mista  di  due 
rette  7?^'  è  il  luogo  di  un  punto  rispetto  alla  conica  po- 
lare del  quale  le  rette  RR'  siano  coniugate.  Infatti:  se  la  se- 
conda polare  mista  di  ai  e  quella  di  o'i  passano  per  un  punto  a,  la  retta 
polare  di  i  rispetto  alla  conica  polare  di  a  passa  per  o  e  per  o  (123),  cioè 
i  è  il  polo  di  R   rispetto  a  quella  conica ,  e.  d.  d. 

(  e  )  Se  nella  precedente  ricerca  (  a  )  si  pone  il  punto  i  all'intersezione 
delie  rette  RR' ,  troviamo  che  la  seconda  polare  mista  delle  rette  medesime 
passa  per  gli  (n  —  2)"-  punti  comuni  alla  seconda  polare  mista  de' punti  oi  ed 
alla  seconda  polare  mista  de'  punti  o'i,  ossia  (124)  per  gli  (  n  —  2  )-  punti 
in  cui  la  seconda  polare  pura  del  punto  i  tocca  la  seconda  polare  pura  della 
retta  R'.  Dunque: 

La  seconda  polare  pura  del  punto  comune  a  due  rette 
tocca  le  seconde  polari  pure  di  queste,  ciascuna  in  {n  —  2)"^ 
punii.  I  2(n  —  2)"-  punti  di  contatto  giacciono  tutti  nella  se- 
conda   polare    mista    delle    rette    medesime. 

126.  Se  la  seconda  polare  mista  di  due  rette  i?/}',  concorrenti  in  un  dato 
punto  i,  dee  passare  per  un  altro  punto  pur  dato  o,è  necessario  e  sufficiente 
(125,  b)  che  quelle  due  rette  siano  coniugate  rispetto  alla  conica  polare  di 
0 ,  cioò  eh'  esse  formino  un  sistema  armonico  colle  rette  EF  che  da  i  si  pos- 
sono condurre  a  toccare  (piella  conica.  Ossia  ,  se  le  rette  RR  EF  formano  un 
fascio  armonico,  la  seconda  polare  mista  di  RR  passa  pei  poli  di  tutte  le  co- 
niche polari  tangenti  alle  rette  EF.  Ora,  se  una  conica  polare  tocca  queste 
due  rette,  il  polo  giacerà  nelle  seconde  polari  pure  d'entrambe  (  104,  b;  124)  ; 
d(in(pie  le  4  (  )i  —  2)'-  intersezioni  di  queste  due  curve  sono  poli  d'altrettante 
coniche  polari    inscritte  nell'  angolo    EF ,  epperò  sono  punti  comuni  a  tutte  le 


x*)  S*LMo.i,  Uì'jher  piane  curves ,  p,  152. 
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«•econde  polari  rai;te  pas-anti  per  o  e  relaiive  a  relle  parsami  per  /.  Ond'  è 
che  queste  seconde  polari  misle  formano  un  fascio. 

Da  ciò  consegue  che  per  due  punti  dati  oo  passa  una  soia  seconda  polare 
mista  relativa  a  due  rette  (non  date)  concorrenti  in  un  dato  punto  i.  Vale  a 
dire,  le  seconde  polari  pure  e  miste  delle  rette  passanti 
per  un  dato  punto  formano  una  rete  geometrica  di  curve 
dell'ordine    2(n  —  2). 

Di  qua!  indice  è  la  serie  delle  seconde  polari  pure  di  tutte  le  rette  pas- 
santi pel  dato  punto  i?  Cerchiamo  quante  di  tali  seconde  polari  passino  per  un 
punto  arbitrario  o.  L'inviluppo  delle  rette  le  cui  seconde  polari  (  pure  )  passano 
per  0  è  la  conica  polare  di  questo  medesimo  punto  (104,  g);  ad  essa  arri- 
vano due  tangenti  da  i;  dunque  per  i  passano  due  sole  rette  le  cui  seconde 
polari  (pure)  contengano  il  punto  o.  Ossia  le  seconde  polari  pure 
delle  rette  passanti  per  un  punto  dato  formano  una  serie 
d'indice    2. 

127.  Sia  p  un  punto  comune  alla  seconda  polare  pura  di  R  ed  all' Hes- 
siana  (della  curva  fondamentale  C„).  Come  appartenente  alla  prima  di  queste 
curve,  p  sarà  il  polo  di  una  conica  polare  tangente  ad  /?  :  e  come  appartenente 
all' Hessiana,  lo  stesso  punto  avrà  per  conica  polare  un  pajo  di  rette  incro- 
ciantisi  nel  punto  corrispondente  o  della  Steineriana.  Ond' è  che  i  punti  comuni 
air  Hessiana  ed  alla  seconda  polare  di  R  saranno  tanti ,  quanie  sono  le  inter- 
sezioni di  R  colla  Steineriana,  cioè  3(n  — 2)-.  Dunque: 

La  seconda  polare  pura  di  una  retta  qualunque  tocca 
I'  Hessiana    dovunque    1'  incontra,    cioè    in    3(n  —  2)-    punti. 

Siccome  la  conica  polare  di  p  è  formata  da  due  rette  concorrenti  in  o, 
così  la  retta  R,  che  passa  per  o,  ha,  rispetto  a  quella  conica,  infiniti  poli 
silnali  in  un'altra  retta  pur  concorrente  in  o  (110,  a).  Laonde  una  retta  R 
condotta  ad  arbitrio  (non  per  o)  contiene  un  polo  di  R  relativo  alla  conica 
polare  di  p\,  ossia  (125,  b)  p  è  un  punto  della  seconda  polare  mista  delle 
rette  RK .  Dunque  : 

I  6(n  — 2)-puuti  in  cui  1'  Hessiana  è  toccata  dalle  se- 
conde polari  pure  di  due  rette  date  giacciono  tutti  nella 
seconda    polare    mista    delle    rette    medesime. 

Le  seconde  polari  pure  delle  rette  passanti  per  un  dato  punto  i  formano 
(126)  una  serie  d'ordine  2(n  — 2)  e  d'indice  2;  epperò  sono  inviluppate 
(124^  b)  da  una  linea  dell'  ordine  4(n— 2).  Questa  linea  è  composta  del- 
l'Hessiana  e  della  seconda  polare  pura  del  punto  i  (125,  e):  e  gli  8  (n — ^^2)- 
pnnti,  in  cui  le  seconde  polari  pure  di  due  fra  quelle  rette  toccano  l' Belsiana 
e  la  seconda  polare  pura  di  t,  giacciono  tulli  nella  seconda  polare  mista  delle 
medesime  due  rette. 

(a)  Si  è  dimostrato  che  la  seconda  polare  (pura)  di  R  tocca  P  Hessiana 
in  p:  inoltre  anche  la  seconda  polare  (pura)  di  o  passa  per  p,  giacché  que- 
sto punto  è  doppio  per  la  prima  polare  di  o.  D'  altra  parte  la  seconda  polare 
(pura)  di  0  e  la  seconda  polare  (pura)  di  R  (retta  passante  per  o)  si  tocca- 
no ovunque  s'incontrano  (124);  dunque: 

L  '  Hessiana,  in  un  suo  punto  q  u  a  1  u  n  c]  u  e  ,  è  tangente 
alla  seconda  polare  (pura)  del  corrispondente  punto  della 
Steineriana. 
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(b)  Da  ciò  segue  che  la  tangente  in  p  all' Hessiana  è  la  coniugata  ai- 
luonica  di  pò  rispetto  alle  due  rette  che  toccano  la  prima  polare  di  o  nel  punto 
doppio  p  (74,  e)  5  e  se  la  prima  polare  di  o  ha  una  cuspide  m  p,  la  tan- 
gente  cuspidale   tocca  ivi  anche  1'  Hessiana. 

Analogamente,  la  tangente  in  o  alla  Steineriana  è  la  coniugata  armonica 
di  op  rispetto  alle  due  rette  che  formano  la  conica  polare  di  p. 

(e)  Se  si  considera  una  seconda  retta  R  passante  per  o,  la  seconda  po- 
lare pura  di  R'  toccherà  anch'  essa  1'  Hessiana  in  p.  Viceversa  :  le  rette  le  cui 
seconde  polari  pure  passano  per  p  sono  le  tangenti  della  conica  polare  di  p 
(104,  g):  ma  questa  conica  si  risolve  in  due  rette  passanti  per  o;duuque  le 
rette,  le   cui    seconde  polari  pure  contengono  il  punto  p,  passano    tutte  per  o. 

Ossia ,  r  Hessiana  è  toccata  in  p  dalla  seconda  polare  pura  di  o  e  dalle 
seconde  polari  pure  e  miste  di  tutte  le  rette  passanti  per  o. 

(d)  Siccome  i  contatti  dell' Hessiana  colla  seconda  polare  (pura)  di  una 
retta  R  corrispondono  alle  intersezioni  di  R  colla  Steineriana ,  così ,  se  R  tocca 
questa  curva  in  un  punto  o,  la  seconda  polare  (pura)  di  R  avrà  un  conlatto 
quadripunlo  colP  Hessiana  nel  corrispondente  punto  p,  e  la  toccherà  semplice- 
mente in  3  (?J  —  2  )'-  —  2  altri  punti. 

Le  rette  tangenti  alla  conica  polare  d'un  punto  i  sono  le  sole  (104,  g), 
a  cui  spettino  seconde  polari  pure  passanti  per  i.  ÌNla  quella  conica  ha 
6(n  —  l)(n  —  2)  tangenti  comuni  colla  Steineriana;  dunque  la  serie  formata 
dalle  seconde  polari  pure  (di  rette)  aventi  un  contatto  quadripunlo  coli' Hes- 
siana è  dell'  indice  6  (  ??  —  1  )  (  ?i  —  2  ). 

Se  i?  è  una  tangente  doppia  della  Steineriana,  la  seconda  polare  (pura) 
di  R  avrà  coli' Hessiana  due  contatti  quadripunti  e  3(n  — 2)"-  — 4  contatti 
bipunti. 

E  se  ^  è  una  tangente  stazionaria  della  Steineriana ,  la  seconda  polare 
(pura)  di  R  avrà  coli' Hessiana  un  contatto  sipunto,  oltre  a  3(n  —  2)'^  —  3 
conlatti  bipunti. 

128.  Quali  sono  le  rette  le  cui  seconde  polari  (pure)  hanno  un  punto 
doppio?  Siccome  la  seconda  polare  (pura)  di  una  retta  i{  è  il  luogo  dei  poli 
delle  coniche  polari  tangenti  ad  R,  così,  se  quella  seconda  polare  ha  un  punto 
doppio ,  ù  necessario  che  vi  sia  una  conica  polare  avente  più  di  due  punti  co- 
muni con  R,  cioò  una  conica  polare  che  si  risolva  in  due  rette,  una  delle 
quali  sia  R.   Dunque: 

Le  rette  cui  spettano  seconde  polari  (pure)  dotate  di 
punto  doppio  sono  quelle  che  a  due  a  due  costituiscono 
le  coniche  polari  dei  punti  dell'  Hessiana.  E  i  punti  doppi 
delle  seconde  polari  (pure)  di  quelle  rette  sono  gli  stessi 
punti    dell'  Hessiana. 

La  seconda  polare  (pura)  di  un  punto  qualimque  «  sega  1' Hessiana  in 
3(n —  2)"^  punti,  poli  di  altrettante  coniche  polari  passanti  per  i,  ciascuna 
delle  quali  è  il  sistema  di  due  rette.   Dunque  : 

Le  rette  che  costituiscono  le  coniche  polari  dei  punti 
dell'  Hessiana    i  n  v  i  1  n  ])  p  a  n  o  una  curva  della  classe  3  (  n  —  2  )''. 

129.  La  seconda  polare  mista  di  due  rette  RR'  è  il  luogo  di  un  punto 
alla  conica  polare  del  quale  condotte  le  tangenti  dal  punto  RR',  queste  tangenti 
'ormino    colle    rette    date    un  fascio  armonico.  Tali  coniche  polari  costituiscono 
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una  serie  d'indice  2(n  —  2)'-,  lauti  essendo  i  punii  in  cui  quella  seconda  po- 
lare mista  è  intersecata  dalla  seconda  polare  (pura)  di  un  punto  arbitrario; 
dunque  fra  quelle  coniche  ve  ne  sono  4(n  —  2)-  tangenti  ad  una  retta  qual- 
sivoglia data  (  85  ). 

Ora  sia  data  una  conica  qualunque  C ,  e  si  domandi  il  luogo  di  un  punto 
la  cui  conica  polare  sia  inscritta  in  un  triangolo  coniugato  a  C.  Sia  a  un  ponto 
arbitrario  ed  A  la  retta  polare  di  a  rispetto  a  C.  Vi  sono  4(n  —  2)- coniche 
polari  tangenti  ad  ^  e  a  due  rette  concorrenti  in  a  e  coniugate  rispetto  a  C ,  ossia 
4(n  —  2)-  coniche  polari  inscritte  in  triangoli  coniugati  a  C,  un  lato  dei 
quali  sia  in  A.  Ma  le  coniche  polari  tangenti  ad  A  hanno  i  loro  poli  nella  se- 
conda polare  pura  di  A;  dunque  il  luogo  richiesto  ha  4(n  —  2)-  punti  co- 
muni colla  seconda  polare  pura  di  una  retta  arbitraria  ,  vale  a  dire ,  è  una  curva 
dell'  ordine  2  (  w  —  2  ). 

Quando  un  triangolo  coniugato  alla  conica  C  abbia  un  vertice  o  sulla 
curva,  due  lati  coincidono  nella  tangente  ed  il  terzo  è  una  retta  arbitraria  pas- 
sante per  0.  Dunque,  se  il  punto  o  appartiene  anche  alla  Steineriana  ,  cioè  se 
0  è  il  punto  doppio  della  conica  polare  d'  un  punto  p  dell'  Hessiana ,  questa 
conica  può  risguardarsi  come  inscritta  in  quel  triangolo.   Per  conseguenza  : 

Il  luogo  di  un  punto,  la  conica  polare  del  quale  sia 
inscritta  in  un  triangolo  coniugato  ad  una  conica  qualsi- 
voglia data,  è  una  linea  dell'  ordine.  2(n  —  2),  che  sega 
1'  Hessiana  ne'  punti  corrispondenti  alle  intersezioni  del- 
la   Steineriana    colla    conica    data. 

Questa  linea  d'ordine  2(n  — 2),  quando  la  conica  data  degeneri  in  un 
pajo    di    rette ,  non  è  altro  che  la  seconda    polare  mista  delle  rette  medesime. 

Così  ad  una  conica  qualunque  corrisponde  una  determinata  curva  d' ordine 
2(n  — 2).  E  pel  teorema  (111,  f)  è  evidente  che  a  più  coniche  circoscritte 
ad  uno  stesso  quadrangolo  corrispondono  altrettante  curve  d'ordine  2(n  —  2) 
formanti  un  fascio. 
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SEZIONE  ni. 

CURVE  DEL  TERZ'  ORDINE. 


Art.  XXII.  là'  Hessiaiia  e  la  Cayleyana  di  ana  cuna 
del  terz*  ordine. 


130.  Applichiamo  le  teorie  generali  precedentemente  esposte  al  caso  che 
la  curva  fondamentale  sia  del  terz'  ordine ,  vale  a  dire  una  cubica  C-,,  che 
supporremo  priva  di  punti  multipli;  ond' essa  sarà  della  sesia  classe  (70)  ed 
avrà  nove  flessi  (  100  ). 

(a)  Un  punto  qualunque  è  polo  di  una  conica  polare  e  di  una  retta  po- 
lare (68). 

Per  due  punti  presi  ad  arbitrio  passa  una  sola  conica  polare  (7  7,  a). 
Tutte  le  coniche  polari  passanti  per  un  punto  o  hanno  altri  tre  punti  0,0.203 
comuni,  e  i  loro  poli  giacciono  in  una  retta  ^  che  è  la  polare  di  ciascuno  di 
quei  quattro  punti  ooico- . 

Una  retta  ha  dunque  quallro  poli  ;  essi  sono  i  vertici  del  quadrangolo 
inscritto  nelle  coniche  polari  dei  punti  della  retta. 

Tutte  le  rette  passanti  per  uno  stesso  pimio  0  hanno  i  loro  poli  in  una 
conica  5  la  quale  è  la  conica  polare  del  punto  0  (69,  a). 

(b)  La  retta  polare  di  un  punto  d  rispetto  alla  conica  polare  di  un 
altro  punto  0  coincide  colla  retta  polare  di  0  rispetto  alla  conica  polare  di 
6  (69,  e).  Ond' è  che,  se  da  0  si  conducono  le  tangenti  alla  conica  polare 
di  0',  e  da  0'  le  tangenti  alla  conica  polare  di  0,  i  quattro  punti  di  contatto 
giacciono  in  una  sola  retta:   la  seconda  polare  mista  de'  punti  00    (123). 

(e)  Da  un  punto  qualunque  0  del  piano  si  possono,  in  generale,  con- 
durre sei  tangenti  alla  cubica  data ,  poichr-  questa  è  una  curva  della  sesta 
classe.   I  sei  punti  di  contatto  giacciono  tutti  nella  conica  polare  del    punto  0. 

(d)  Ma  se  0  è  un  punto  della  cubica,  questa  t^  ivi  toccata  sì  dalla  retta 
polare  che  dalla  conica  polare  del  punto  medesimo.  In  questo  caso ,  da  0  par- 
tono sole  quattro  rette,  tangenti  alla  cubica  in  altri  punii.  Ed  i  punii  di  con- 
tatto sono  le  quattro  intersezioni  di  questa  curva  colla  conica  polare  di  0  (71). 

131.  Sia  0  un  pimto  della  cubica,  la  quale  intersechi  la  conica  polare 
del  medesimo  (olire  al  toccarla  in  0  )  in  abcd:  onde  le  lelte  o{a,  b,  e,  d) 
saranno  tangenti  alla  cubica  rispettivamente  in  abcd   (130,d). 

Una  tangenic  è  incontrala  dalla  tangente  iulinilamente  vicina  nel  suo 
punto  di  contatto  (30);  quindi,  se  0'  »>  il  punto  della  cubica  successivo  ad  0, 
le  quattro  rette  ó{a,b,c,d)  saranno  le  quattro  tangenti  che  si  possono 
condurre  da  0.  Siccome  poi  la  conica  polare  di  0  tocca  la  cubica  in  0  e  la 
sega  in  abcd,  cosi  i  sei  punti  00  abcd  giacciono  tutti  in  essa  conica,  cpperò 
i  due  fasci    o[a,  b,c,  d) ,  o(a,b,  e,  d)    hanno    lo    stesso    rapporto    anarmo- 
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nico  (62  I.  Ciò  significa  che  il  rapporto  anarmonico  delle  quatlro  tangenti  con- 
dotte alla  cubica  da  un  suo  punto  o  non  cambia  pa^^ando  al  punto  successi- 
vo ;  ossia  : 

Il  rapporto  anarmonico  del  fascio  di  quattro  tangen- 
ti, che  si  possono  condurre  ad  una  cubica  da  un  suo  pun- 
to   qualunque,    è    costante    (*). 

(a)  Di  qui  si  ricava  che,  se  o{a,b,c,d),  o'{d ,b',  e,  d' )  sono  i  due 
fasci  di  tangenti  relativi  a  due  punti  qnalisivogliano  o,  d  della  cubica,  i 
quattro  punii  in  cui  le  tangenti  del  primo  fascio  segano  le  corrispondenti  del 
secondo  giacciono  in  una  conica  passante  per  od  (  62  ).  La  corrispondenza 
delle  tangenti  ne' due  fasci  può  essere  stabilita  in  quattro  maniere  diverse, 
perchè  il  rapporto  anarmonico  del  fascio  o (a,  6,  e,  d)  è  identico  (1)  a  quel- 
lo di  ciascuno  de'  tre  fasci  o[h  ,  a,  d  ,c)  ,  o[c,à,a,h),  o[d  .,  e  ,h  ,a)\ 
dunque  i  sedici  punti  ne'  quali  le  quattro  tangenti  condotte  per  o  intersecano 
le  quattro  tangenti  condotte  per  d   giacciono  in  quattro  coniche  passanti  per  od . 

(b)  Il  rapporto  anarmonico  costante  delle  quattro  tangenti,  che  arrivano 
ad  una  cubica  da  un  suo  punto  qualunque ,  può  essere  chiamato  rapporto  anar- 
monico della  cubica. 

Una  cubica  dicesi  armonica  quando  il  suo  rapporto  anarmonico  è  i'  uni- 
tà negativa,  cioè  quando  le  quattro  tangenti  condotte  da  un  punto  qualunque 
della   curva  formano  un  fascio  armonico. 

Una  cubica  si  dirà  equianarmonica  quando  il  suo  rapporto  anarmonico 
sia  una  radice  cubica  iraaginaria  dell' t/nùà  negativa,  cioè  quando  le  quattro 
tangenti  condotte  da  un  punto  della  curva  abbiano  i  tre  rapporti  anarmonici 
fondamentali  eguali  fra  loro  (27). 

132,  Se  la  conica  polare  di  un  punto  o  è  un  pajo  di  rette  che  si  se- 
ghino in  o',  viceversa  la  conica  polare  di  d  è  un  pajo  di  rette  incrociate 
in  0  (78).  Dunque  il  luogo  de'  punti  doppi  delle  coniche  polari  risolventisi 
in  paja  di  rette  è  anche  il  luogo  de'  loro  poli ,  cioè  la  Steineriana  e  1'  Hes- 
siana  sono  una  sola  e  medesima  curva  del  terz' ordine  (88,  90). 

(a)  Inoltre,  siccome  la  retta  od  tiene  il  luogo  di  due  rette  congiungenti 
due  punti  o,  d  dell' Hessiana  ai  corrispondenti  punti  o',  o  della  Steineriana  ^ 
cosi  l'inviluppo  di  oo',  che  secondo  il  teorema  generale  (98^b)  sarebbe  del- 
la sesta  classe,  si  ridurrà  qui  alla  terza   classe   (**). 

(  b  )  I  punti  0 ,  d  sono  poli  coniugati  rispetto  ad  una  qualunque  delle 
coniche  polari  (98,  b),  le  quali  costituiscono  una  rete  geometrica  del  se- 
cond'  ordine.    Dunque  : 

II  luogo  delle  coppie  di  poli  coniugati  relativi  ad  una 
rete  di  coniche  è  una  curva  del  terz'  ordine  (1'  Hessiana 
della    rete  )   (***). 

(e)  Nella    teoria    generale    è    dimostrato    che    la    Steineriana    in    un    suo 


(*)  Salmo.,  ThéoTcmcs  sur  les  courbes  de  troisiéme  degré  (Giornale  di  Cbellb  ,  l.  42,  Berli- 
no 1831  ,  p.  274  ).  —  niyher  piane  cunes ,  p.  151. 

•  **    Cavlet  ,  Mémoire  sur   les    courbes  du  troisiéme   ordre  (Journal  de  M.  Liocviile,  aoul 


1841,  p.  290), 

I***)  Hesse,  Veber  die  Wendepuncie  u.  s.  te.  p.  105 
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punto  qualunque  è  toccata  dalla  retta  polare  del  corrispondente  punto  deli'  Hes- 
siana  (118),  e  che  F  Hessiana  è  toccata  in  un  suo  punto  qualunque  dalla  se- 
conda polare  del  corrispondente  punto  della  Steineriana  (127,  a).  Nel  caso 
della  curva  di  lerz'  ordine^  queste  due  proprietà  si  confondono  in  una  sola  , 
ed  è  che  la  tangente  all' Hessiana  in  o  è  la  retta  polare  di  o' ;  ossia: 

L'  Hessiana  è  1'  inviluppo  delle  rette  polari  de'  suoi 
p  u  n  t  i. 

Questo  teorema  somministra  le  sei  tangenti  che  arrivano  all'  Hessiana  da 
un  punto  arbitrario  i.  Infatti,  le  rette  polari  passanti  per  i  hanno  i  loro  poli 
nella  conica  polare  di  i,  la  quale  incontra  l' Hessiana  in  sei  punti;  ciascuno 
di  questi  ha  per  retta  polare  una  tangente  dell'  Hessiana ,  concorrente  in  i. 
Naturalmente  i  punti  di  contatto  di  queste  sei  tangenti  giacciono  nella  conica 
polare  di  i  relativa  all'  Hessiana. 

133.  Siano  o,  o  (fig.  8.^)  due  poli  coniugati  (rispetto  alle  coniche  po- 
lari )  ;  la  conica  polare  di  o  sarà  il  sistema  di  due  rette  ah,  ed  concorrenti 
in  o,  e  la  conica  polare  di  o'  sarà  formata  da  due  altre  rette  ad,  bc  incro- 
ciantisi  in  o.  Se  le  due  coniche  polari  si  segano  mutuamente  in  abcd ,  questi 
saranno  (  130,  a)  i  poli  della  retta  oo'^  e  le  rette  ac ,  bd ,  il  cui  punto  comune 
sia  M,  formeranno  la  conica  polare  di  un  punto  ii!  situato  nella  retta  oo . 
Dunque  u,  u'  sono  due  nuovi  poli  coniugati;  ed  u'  è  il  terzo  punto  d'inter- 
sezione dell'  Hessiana  colla  retta  od . 

La  retta  polare  di  d  rispetto  alla  cubica  fondamentale  coincide  (69,  b) 
colla  polare  di  d  rispetto  alla  conica  formata  dalle  due  rette  ad,  bc;  dim- 
que  (132_,c)  la  tangente  in  o  all'  Hessiana  è  la  retta  ou,  coniugata  ar- 
monica di  od  rispetto  alle  ad,  he:  proprietà  che  poteva  anche  concludersi 
dal  teorema  (127,b).  Analogamente  la  tangente  all' Hessiana  in  d  è  du. 
Dunque  : 

Le  tangenti  all'  Hessiana  in  due  poli  coniugati  o,  d 
concorrono  nel  punto  di  questa  curva,  che  è  polo  coniu- 
gato alla  terza  intersezione    della    medesima  colla  retta   od. 

(a)  Due  punti  di  una  cubica  chiamansi  corrispondenli ,  quando  hanno 
lo  stesso  tangenziale  (39,  b),  cioè  quando  le  tangenti  in  essi  incontrano  la 
curva  in  uno  stesso  punto. 

Usando  di  questa  denominazione  possiamo  dire  che  due  poli  coniugali  ri- 
spetto ad  una  rete  di  coniche  sono  punti  corrispondenti  dell'  Hessiana  di  que- 
sta rete. 

(b)  Siccome  le  rette  polari  di  o,  d  concorrono  in  u,  così  la  conica  po- 
lare di  u  passerà  per  o  e  per  o'.  Ma  u  t  un  punto  dell'  Hessiana;  dunque  la 
sua  conica  polare  consta  della  retta  od  e  di  una  seconda  retta  passante  per  u'. 
Ossia  : 

Una  retta  la  quale  unisca  due  poli  coniugali  o ,  o' ,  e 
seghi  per  conseguenza  1  '  H  e  s  s  i  a  n  a  in  un  terzo  punto  u' , 
fa  parte  della  conica  polare  di  quel  punto  u  che  A  polo 
coniugato    ad    m'. 

Le  rette  che  costituiscono  le  coniche  polari  dei  punii  dell'  Hessinna  invi- 
luppano una  curva  di  terza  classe  (128).  Essa  coincide  adunque  coli' invilup- 
po della  retta   che  unisce  due  pimii   corrispondenli  dell'  Hessiana   (132,  a). 

A  questa  curva  daremo  il  nome  di  Cayleijana  della  cubica  data,  in  onore 
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dell"' illustre  Cayley,  che  ne  trovò  e  dimostrò  le  più  interessanti  proprietà  in 
una  sua  elegantissima  Memoria  analitica  (*). 

(e)  Le  tangenti  che  da  un  punto  qualun(|ue  o  dell'  Hessiana  si  possono 
condurre  alla  Cayleyana  sono  la  retta  che  unisce  o  al  suo  polo  coniugato  6  . 
e  le  due  rette  formanti  la  conica  polare  di  o. 

(d)  Se  abcd  sono  i  quattro  poli  di  una  retta  R,  le  coppie  di  reUe  [bc ,  ad), 
(ca,bdì,  (ab,  ed)  costituiscono  tre  coniche  polari,  i  cui  poli  giacciono  in 
R;  dunque  i  punti  di  concorso  di  quelle  ti  e  coppie  di  rette  appartengono  al- 
l' Hessiana.  Ossia  : 

L'  Hessiana  è  il  luogo  de'  punti  diagonali,  e  la  Cayle- 
yana  è  l'inviluppo  dei  lati  del  quadrangolo  completo  i 
cui    vertici    siano    i    quattro    poli    di    una    retta   qualunque. 

134.  Siano  aà ,  bb'  due  coppie  di  poli  coniugati;  e  il  piuito  comune  alle 
rette  ab,  ab';  e  quello  ove  si  segano  le  ab',  ab.  Allora  aàbb'cc  saranno  i 
sei  vertici  di  un  quadrilatero  completo;  e  siccome  i  termini  delle  due  diago- 
nali aa  ,  bb'  sono ,  per  ipotesi ,  poli  coniugati  rispetto  a  qualsivoglia  conica 
polare,  così  anche  i  punti  ce  saranno  poli  coniugati  rispetto  alla  medesima  rete 
di  coniche  (109).  Dunque: 

S  e  abc  sono  tre  punti  dell'  Hessiana  in  linea  retta,  i 
tre  poli  abc'  coniugati  a  quelli  formano  un  triangolo  i  cui 
lati    be',  c'a,  ab'    passano    per   a,  b,  e. 

Donde  si  ricava  che,  dati  due  poli  coniugati  aa  ed  un  altro  punto  b 
deli' Hessiana^  per  trovare  il  polo  coniugalo  b' ,  basta  tirare  le  rette  ba,  ba 
che  seghino  nuovamente  questa  curva  in  e,  e';  il  punto  comune  alle  ca  ,  c'a  è 
il  richiesto  (**). 

(a)  Le  rette  condotte  da  un  punto  (jualunque  o  dell' Hessiana  alle  coppie 
di  poli  coniugati  formano  un'  involuzione  (  di  secondo  grado  ).  Infatti  :  se  una 
retta  condotta  ad  arbitrio  per  o  sega  1'  Hessiana  in  a  e  6,  i  poli  a  ,  b'  con- 
iugati a  questi  sono  pure  in  linea  retta  con  o;  onde  le  rette  oab ,  oa'b'  sono  così 
tra  loro  connesse  che  1'  una  determina  1'  altra  in  modo  unico.   Dunque  ecc. 

(b)  Viceversa,  dati  sei  punti  aa  ,  bb' ,  ce',  il  luogo  di  un  punto  o,  tale 
che  le  coppie  di  rette  o{a,  a),  o{b,  b' )  ,  o(c,  e)  siano  in  involuzione,  è 
una  curva  del  terz' ordine,  per  la  quale  aa  ,  bb' ,  ce'  sono  coppie  di  punti 
corrispondenti   (**'). 

135.  Quando  due  de' quattro  poli  {poli  congiunti)  di  una  retta  coincidano 
in  UD  solo  0,  questo  appartiene  all' Hessiana  (90,  b),  e  tutte  le  coniche  po- 
lari passanti  per  e^so  hanno  ivi  la  stessa  tangente  oo .  Siano  (  fig.  S.'^  )  OiO., 
gli  altri  due  poli  della  retta  (o'ti)  polare  di  o;  cioè  siano  0i0.2  i  punti  in  cui 
le  rette  {ad,  bc)  formanti  la  conica  polare  di  o'  incontrano  quella  retta  che 
passa  per  u'  e  forma  con  oo    la  conica  polare  di  u  (133,  b). 

Due  delle  tangenti,  che  da  Oi  ponno  condursi  alla  Cayleyana  (133,  d), 
coincidono    con    o.o,  e    la    terza    è    o^o.,;  cosi  pure,  delle  tangenti  che  da  o.. 


(*.  A  ilemoir  on  curves  of  the  third  order  (PliiIo5oplMcal  Transaclions,  voi.  147,  pari  2,  Lon- 
don   1857,  p.  415—446). 

(**)  Maclacbin,  l.  e.  p.  242. 

{***)  Cayley,  ilémoire  sur  les  courbes  du  troisième  ordre ,  p.  287. 
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arrivano    alla    Cayleyana,  due    coincidono    in  0.^0,  e    la    terza    è  co,.  Dunque 
(30)  le  rette  oo^,  00,,  toccano  la  Cayleyana  in  0, ,  o,  • 

Ne  segue  che  la  Cayleyana  è  il  luogo  de'  poli  congiunti  ai  punii  dell'  Hes- 
siana  (  1 05  ) ,  cioè  :  se  una  retta  polare  si  muove  inviluppando 
1'  Hessiana,  due  poli  coincidenti  percorrono  1'  Hessiana 
medesima,  mentre  gli  altri  due  poli  distinti  descrivono 
laCayleyana. 

(a)  Si  noli  ancora  che  da  un  punio  qualunque  0  dell'  Hessiana  partono 
tre  tangenti  o(oi,  o.j ,  0)  della  Cayleyana  j  e  due  di  queste  oo\,  00.^,  si  cor- 
rispondono fra  loro  in  modo  che  la  retta  passante  pei  loro  punti  di  contatto 
o^o.j^  è  pure  una  tangente  della  Cayleyana. 

(b)  Quella  retta  che  passa  per  u' ,  e  forma  con  00  la  conica  polare  di 
M,  sega  la  Cayleyana,  non  solo  in  o^o.^  poli  congiunti  ad  0,  ma  eziandio  in 
0,0^'  poli  congiunti  ad  d .  Siccome  poi  quella  retta  è  pure  una  tangente  della 
Cayleyana,  cosi  se  ne  inferisce  che  questa  curva  è  del  sest' ordine. 

Il  che  può  dimostrarsi  anche  nel  seguente  modo.  Da  un  punto  i  partono  sei 
tangenti  dell' Hessiana  (132,  e);  ciascuna  di  queste  rette  ha  due  poli  coinci- 
denti in  un  punto  dell'  Hessiana  medesima,  dunque  gli  altri  dodici  poli  giac- 
ciono nella  Cayleyana.  Ma  i  poli  delle  rette  passanti  per  i  sono  tutti  nella  e  0- 
nica  polare  di  i,  epperò  questa  sega  la  Cayleyana  in  dodici  punti;  cioè  la 
Cayleyana    è  una  curva  del  sest'  ordine. 

(  e  )  Da  quanto  precede  si  raccoglie  che,  se  oo^  è  una  tangente  della  Cayle- 
yana, il  punto  di  coniano  0 ,  è  un  polo  congiunto  a  quel  punto  0  dell' Hes- 
siana che  giace  in  quella  retta  ,  senza  però  che  vi  giaccia  il  suo  corrispondente 
d.  Dunque,  se  indichiamo  con  o  il  punto  di  coniano  della  00' colla  Cayleyana, 
o  sarà  un   polo  congiunto  al  punto  «'. 

Sia  v  il  terzo  punto  in  cui  I'  Hessiana  è  segala  dalla  iella  mm'  ,  e  sia  t; 
il  polo  coniugato  a  v  .  Quella  retta  che  passa  per  v  e  forma  con  uu  la  co- 
nica polare  di  v  segherà  od  nel  punto  o. 

Ora,  la  retta  polare  di  v  rispello  alla  conica  polare  di  0  passa  per  0', 
perchè  questa  conica  ò  un  pajo  di  rette  incrociate  in  d.  Ma  la  iella  polare  di 
V  rispetto  alla  conica  polare  di  0  coincide  (130,  b)  colla  retta  polare  di  o 
rispetto  alla  conica  polare  di  v,  cioè  rispetto  al  sistema  [uu'  ,  v'o  );  dunque  il 
polo  0  ed  i  punti  u' ,  o,  d,  in  cui  la  retta  00'  taglia  la  conica  e  la  retta 
polare  anzidette ,  formano  un  sistema  armonico  (110,  a  )  ;  ossia  : 

La  retta  che  unisce  due  poli  coniugati  è  divisa  armo- 
nicamente dal  terzo  punto  ov'  essa  incontra  I'  Hessiana, 
e    dal    punto    ove    tocca    la    Cayleyana    (*). 

136.  L'  inviluppo  delle  rette  polari  de'  punti  di  una  data  retta  R  è  una 
conica,  che  è  anche  il  luogo  dei  poli  delle  coniche  polari  tangenti  ad  if  (  103)  , 
ed  anche  il  luogo  dei  poli  di  /{  rispetto  alle  coniche  polari  dei  punii  di  R 
medesima  (125).  Questa  conica,  che  secondo  la  teoria  generale  (  104)  è  la 
seconda  polare  (  pura  )  di  /{ ,  si  chiamerà ,  nel  caso  attuale ,  più  brevemente 
poloconica   (pura)  della  retta   /?. 

(a)   La    conica    polare    di  un  punto  i,  olire  all'essere  il  luogo  de' punti 


(*    Caylky,  a  Mcmoir  on  curves  eie.  p.  123 
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le  ctii  ielle  polari  concoiiono  in  i ,  può  anche  definirsi  1'  inviluppo  delle  relle 
le  cui   poioconiche  passano  per  i  (104,  g). 

(b)  Le  rette  le  cui  poioconiche  hanno  un  punto  doppio  son  quelle  che 
costituiscono  le  coniche  polari  dei  punti  dell' Hessiana  (128),  cioè  sono  le 
tangenti  della  Cayleyana. 

Consideriamo  adunque  la  retta  oo'  (lìg.  8.'')  e  ricerchiamone  la  poloconi- 
ca  ,  come  luogo  dei  poli  delle  coniche  polari  tangenti  ad  oo'.  Siccome  oo  fa 
parte  della  conica  polare  di  u,  così  questo  punto  sarà  doppio  per  la  poloco- 
nica  richiesta  (128).  Osservisi  poi  che  la  conica  polare  di  ciascuno  de' punti 
Oj  0  ha  due  punti  coincidenti  comuni  con  oo' ;  dunque  la  poloconica  di 
questa  è  il  pajo  di  rette  uo,  uo'. 

Vediamo  così  che  1'  Hessiana  è  il  luogo  de'  punti  doppi 
de  11  e  p  0 1  0  e  0  n  i  e  h  e  r  i  s  o  1  v  e  n  t  i  s  i  in  due  rette,  ed  è  anche 
l'inviluppo  di  queste  rette;  mentre  la  C a  v  I  e  y  a n  a  è  invi- 
luppata dalle  rette  a  cui  si  riferiscono  quelle  poioconi- 
che (*).  ' 

(e)  Il  luogo  di  un  punto  rispetto  alla  conica  polare  del  quale  due  rette 
|R,  /{'siano  coniugate,  è  una  conica  (la  seconda  polare  mista  di  /?/?',  giusta 
la  teoria  generale),  la  quale  può  chiamarsi  la  poloconica  misla  ihìk  veUe  RR' . 
hssa  è  anche  il  luogo  dei  poli  di  una  qualunque  di  qireste  rette  rispetto  alle 
coniche  polari  dei  punii  dell'altra  (125,  a,  b). 

(d)  La  retta  polare  del  punto  comune  a  due  rette  RR'  tocca  le  poioco- 
niche pure  di  queste  rette  in  due  punti,  che  giacciono  nella  poloconica  mista 
delle  rette  medesime  (125,  e). 

137.  Se  una  retta  R  incontra  1'  Hessiana  in  tre  punti 
abc,  la  poloconica  di  R  tocca  questa  curva  ne'  poli  ab' e' 
coniugatila  quelli  (122,  127).  Donde  segue  che,  se  Bènna  tangente 
ordinaria  dell  Hessiana  ,  il  cui  punto  di  contatto  sia  a  ed  il  punto  di  semplice 
intersezione  b,  la  poloconica  di  R  avrà  coli' Hessiana  un  contatto  quadripunto 
in  a'  (polo  coniugato  ad  a)  ed  un  contatto  bipunto  in  6'  (polo  coniugato  a 
b).  E  se  R  tocca  1' Hessiana  in  un  flesso  a,  la  poloconica  di  R  avrà  colla 
curva  medesima  un  contatto  sipunlo  in  a    (127,  d). 

(a)  I  sei  pumi  in  cui  T  Hessiana  è  toccata  dalle  poioconiche  pure  di  due 
rette  giacciono  nella  poloconica  mista  delle  relle  medesime  (127).   Dunque: 

Se  due  rette  incontrano  1'  Hessiana  in  sei  punti,  i  poli 
coniugatia   questi    giacciono    in    una    stessa    conica  (**)  ; 

Se  pei  tre  punti  in  cui  1'  Hessiana  è  toccata  da  una 
poloconica  si  fa  passare  un'altra  conica  qualsivoglia,  que- 
sta taglia  1'  Hessiana  in  tre  nuovi  punti,  ne'  quali  questa 
curva    è    toccata    da    una    seconda    poloconica. 

Abbiamo  veduto  (  136  ,  b  )  che,  se  o,  o'  sono  due  poli  coniugati  (fig.  8.^  ), 
ne' quali  T  Hessiana  sia  toccata  da  rette  concorrenti  in  »,  queste  rette  costi- 
tuiscono la  poloconica  (  pura  )  di  oo'.  Questa    poloconica    tocca    P  Hessiana  in 


(*    Cayley  ,  A  Mciìwir  on  cuvves  eie.  ,  p.  432. 

rinn^Tj.l'J'  f;'""'='''"«"''^.  Sf  '"">  conica  taglia  I' Hessiana  in  sei  punii,  i  poli  coniirjati  a  quesl,  giac- 
ciono in  un   altra  conica  l  129   .  o  i  o 
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u,  0,  0.  Dunque  questi  tre  punti  ed  altri  tre  analoghi  giacciono  sempre  in 
una  stessa  conica. 

(b)  Le  quattro  rette  che  da  m  si  ponno  condurre  a  toccare  altrove 
r  Hessiana  sono  quelle  che  costituiscono  le  poloconiche  (  pure  )  delle  due 
rette  concorrenti  in  u  e  formanti  la  conica  polare  di  n  (136,1)).  I  punti  di 
contatto  di  quelle  quattro  rette  sono  in  nna  conica  tangente  all'  Hessiana  in 
u  (1305d),e  d'altronde  i  punti  di  contatto  dell' Hessiana  colle  poloconiche 
pure  di  due  rette  giacciono  nella  poloconica  mista  di  queste.  Dunque  : 

La  conica  polare  di  un  punto  u  dell'  Hessiana,  rispet- 
to air  Hessiana  medesima,  coincide  colla  poloconicarai- 
sta  delle  due  rette  che  formano  la  conica  polare  di  u, 
rispetto    alla    curva    fondamentale. 

138.  Una  trasversale  condotta  ad  arbitrio  per  un  polo  fisso  o  seghi  la 
cubica  fondamentale  ne' punti  «,0-205  e  la  conica  polare  di  0  in  m^m.,.  Nel- 
la medesima  trasversale  si  cerchino  i  due  punti  (.i^n^  determinali  dalle  due 
equazioni: 


1) 


2) 


}_  =  !(! L)     JL  =  L(.l L\ 

(«1  2Vom,         om.^/  Ofi-,         2  \  omo         om^/ 

equazione  quadratica  : 

ou,\om,       om=,/       om^.om.,       4  Vomì        onu,/ 


I  dalP  equazione  quadratica  : 

1  1/1  1\  4  3/11 

0^'^  Ofi 

Ma  per  le    relazioni    che    hanno    luogo    fra    i    tre  punti  aia.,a:,  ed  i  loro 


0. 


centri  armonici  m.m.i 


III. ) ,  si  ha  : 


1  1  2/1  1  1  >. 

1 =  —( ' ■ )' 

om^         omo         3  ^oa^       oa.,       oa^/ 

_^  = -L  r-L_ +  _!_.- _L_  ) . 

orni. omo  3  V  oa-.-oa-         oa-.oai         ooi-oa.,  / 


onde  r  equazione  2)   potrà  scriversi  così  : 


3,      rl_J.)fl^l_l_l)-.(l_l)(l-.l-i-^) 
■^Ojti     oai/VoiU     oùi     oa.i     oa/      \on      oa./ ^oa     oa.j     ou:^     oa^/ 

\oii        oa-^/\oii.        oa-^        oui        oa.,/ 

Facendo  girare  la  trasversale  intorno  ad  0^  il    luogo    de'  punti  ^^fJ.,  sarà 
nna  curva  di  second'  ordine,  che  si  può  chiamare  conica  salellilc  del  polo  0  (*). 
Se    i    punti    a.ja^    coincidono,  cioè    se    la    trasversale    tocca    la  cubica  in 


I*)  Oliai  sarebbe  l'analoga  ricerca  per  una  curva  fondamenlale  di  ordine  n?  Essa  dovrebbe  condur- 
re ad  lina  curva  satellite  dell'ordine   fn  — i)(n  — 2).    Veggasi  :   Saimon  ,  Bigher  piane  curves, 


p.  68-09. 
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a^    e    la    sega    in    a,  ,  V  equazione    3)   manifesta    nei  primo   membro    il  fattore 

1  1 

.    Dunque    la    conica    satellite    contiene    i    sei    punti 

Ou  00 1 

in     cui     la     cubica     fondamentale     è    segata     dalle     tangenti 
condotte    pel    polo. 

Se  i  punii  ìn^m.2  coincidono  ,  cioè  se  la  trasversale  tocca  in  m^  la  coni- 
ca polare  di  o ,  le  1)  mostrano  che  i  punti  fi^u.,  coincidono  entrambi  in  m,  ^ 
vale  a  dire,  in  questo  punto  la  trasversale  tocca  anche  la  conica  satellite. 
Dunque  la  conica  satellite  tocca  la  conica  polare  ne'  pun- 
ti   in    cui    questa    è    incontrata    dalla    retta    polare. 

(a)  Da  quanto  or  si  è  detto  e  dal  teorema  (39,  b)  risulta  che,  se  o  è 
un  punto  dell'  Hessiana,  cioè  se  la  conica  polare  di  o  è  un  pajo  di  rette 
concorrenti  in  o,  anche  la  conica  satellite  sarà  un  pajo  di  rette  concorrenti 
in  questo  medesimo  punto ,  e  propriamente  il  pajo  formato  dalle  rette  satelliti 
di  quelle  che  costituiscono  la  conica  polare  di  o. 

Dunque  ciascuna  delle  due  rette  concorrenti  in  o'  e  facenti  parie  della 
conica  polare  di    o    ha   per  punto  satellite  (39^  b)   il  punto  o'.  Ossia: 

L'  Hessiana  è  il  luogo  de'  punti  satelliti  delle  rette 
che    toccano    la    Cayleyana. 

(b)  Si  ottiene  un'altra  definizione  della  Cavleyana,  osservando  che  (fig.  8.*) 
il  punto  u  è  (133)  il  tangenziale  di  o'  (come  anche  di  o)  rispetto  all' Hes- 
siana :  e  siccome  le  rette  o(a,b,  u,u')  formano  un  fascio  armonico,  cosi  oo' 
è  la  retta  polare  di  u  rispetto  alla  conica  polare  di  o'.  Dunque  la  Cayleya- 
na è  1'  inviluppo  della  retta  seconda  polare  mista  di  due 
punti  dell'  Hessiana,  1'  un  de'  quali  sia  il  tangenziale 
dell'  altro    (*). 


Art.  XXIII.  Fascio  di  onrve  del  tei'Z'  ordine 
aventi  i  medesimi    flessi. 

139.  II  teorema  (71),  applicato  alla  cubica  fondamentale  C-,  significa 
che,  se  per  un  punto  fisso  i  della  curva  si  tira  una  trasversale  qualunque  a 
segar  quella  in  altri  due  punti  i^i.^j,  il  luogo  del  coniugato  armonico  di  {  ri- 
spetto ad  i,t.,  è  la  conica  polare  di  i. 

Ma  se  i  è  un  flesso  della  cubica,  la  conica  polare  si  decompone  nella 
relativa  tangente  stazionaria  ed  in  un'altra  retta  /  che  non  passa  per  i  (80). 
Dunque  il  luogo  del  punto  coniugato  armonico  di  un  flesso 
di  una  curva,  rispetto  ai  due  punti  in  cui  questa  è  in- 
contrata da  una  trasversale  mobile  intorno  al  flesso,  è 
una    retta    (**). 

Alla  retta  /,  che  sega  la  cubica  ne'  tre  punti  ove  questa  è  toccata  dalle 
tre  tangenti  concorrenti  nel  flesso  (  39,  e) ,  si  dà  il  nome  di  polare  armonica 


(*)  Cayley  5  A  Jlemoir  on  curves  etc.  p.  439-442. 
(**)  Maclaorix,  t.  e.  p.  228. 
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del  flesso  i ,  e  non    dee    confondersi    coli'  ordinaria  retta   polare  che  è  la  tan- 
gente stazionaria. 

(a)  Dal  flesso  i  si  tirino  dtie  trasversali  a  segare  la  cubica  rispettiva- 
mente ne'  punii  aa,  bb'.  Siccome  la  polare  armonica  è  pienamente  determinata 
dai  coniugati  armonici  di  i  rispetto  alle  coppie  di  punti  aa,  bb' ,  così  essa 
non  è  altro  che  la  polare  di  i  rispetto  al  pajo  di  rette  {ab,  ab'  ),  oppure 
rispetto  al  pajo  (ab',  ab).  Dunque  (110^  a)  la  retta  /  passa  pel  punto  co- 
mune alle  rette   (  ab ^  a'b'  )  e  pel  punto  comune  alle   (  ab' ,  ab  ). 

Se  le  due  trasversali  coincidono ,  si  ottiene  la  proprietà  che ,  se  pel  fles- 
so i  si  conduce  una  trasversale  a  segare  la  cubica  in  a,  6,  le  tangenti  in 
questi  punti  vanno  ad  incontrarsi  sulla  polare  armonica  di  i. 

Quanto  precede  mette  in  evidenza  che  un  flesso  di  una  cubica  ha  _,  ri- 
spetto a  questa  ed  alla  sua  polare  armonica ,  le  stesse  proprietà  (*)  che  un 
punto  qualunque  possiede  riguardo  ad  una  conica  ed  alla  sua  retta  polare  (  107  ). 

(b)  Se  Ire  rette  segano  la  cubica  data  rispettivamente  ne'  punti  iaa  .  jbb' , 
Ice,  e  se  ijl ,  abc  giacciono  in  due  retle ,  anche  àb'c'  sono  in  linea  ret- 
ta (39,  a).  Supposto  che  i  punii  ijl  coincidano  in  un  solo  (flesso)  i,  le 
due  rette  abc,  àb'c'  concorreranno^  come  or  ora  si  è  osservato,  sulla  polare 
armonica  di  i.  Se  inoltre  i  punti  abc  coincidono  in  un  punto  unico  ,  lo  stesso 
avrà  luogo  de'  punti  àb'c'  ;  dunque  : 

La  retta  che  unisce  due  flessi  di  una  cubica  sega  que- 
sta in  un  terzo  flesso  (**).  E  le  tangenti  (stazionarie)  in 
due  qualunque  di  questi  tre  flessi  concorrono  sulla  po- 
lare   armonica    del    terzo. 

(e)  Da  questo  teorema  e  dalla  definizione  della  polare  armonica  d'un 
flesso  si  raccoglie  che,  se  123  sono  tre  flessi  in  linea  retta,  il  punto  coniu- 
gato armonico  di  1  rispetto  a  23  è  situalo  nella  polare  armonica  di  1  ,  ecc.; 
e  che  per  conseguenza  le  polari  armoniche  de'  flessi  123  sono  le  rette  che  uni- 
scono i  vertici  del  trilatero  formato  dalle  relative  tangenti  stazionane ,  col  po- 
lo della  retta   123  rispetto  al  trilatero  medesimo   (76). 

(d)  11  teorema  «se  tre  flessi  123  della  cubica  sono  in  li- 
nea retta,  le  loro  polari  armoniche  /i/if-,  concorrono  in 
uno  stesso  punto»  può  dimostrarsi  anche  così.  Siano  /'j /'.,/'-  le  tan- 
genti (stazionarie)  della  cubica  ne' tre  flessi  nominati  ;  le  coppie  di  rette  /,/', 
/.i/'-j,  I-ì -,  sono  le  coniche  polari  de' punti  medesimi,  e  (jneste  coniche  de- 
vono essere  circoscritte  ad  uno  stesso  quadrangolo ,  i  cui  vertici  siano  i  poli 
della  rella  123  (130^  a).  Vale  a  dire,  le  rette  /-/'^  devono  passare  pei 
quattro  punti  I\I.,,  I\l'.j,,  I[L,  /[/'o-  ^'a  'e  tangenti  in  due  de' flessi  123 
s'incontrano  sulla  polare  armonica  del  terzo,  ossia  /;,  passa  pel  punto  /'j/'^j 
dunque  /-  passerà  anche  pel  punto    IJ.,,  e.  d.  d. 

Di  qui  si  raccoglie  che  i  quattro  poli  di  una  retta  che  con- 
tenga tre  flessi  della  cubica  sono  i  vertici  del  trilatero 
formato     dalle     tre     corrispondenti    tangenti    stazionarie, 


(*)  Chasles,  Aper(u  historique ,  p.  349. 
(**;  Maclavrin,  /.  e.  p.  231. 
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ed    il     punto    di    concorso    delle     polari    armoniche    de'    tre 
flessi    {*). 

140.  Tre  trasversali  condotte  pel  flesso  i  seghino  la  data  cubica  nei 
punti  aà,  bb',  ce';  esse  incontreranno  la  retta  /,  polare  armonica  di  i,  nei 
punti  a ,  ^ ,  y  coniugati  armonici  di  i  rispetto  alle  coppie  aa',  bb',  ce.  Ma 
gli  stessi  punti  a^iy  giacciono  anche  nella  conica  polare  di  i  relativa  a  qualsi- 
voglia cubica  descritta  pei  sette  punti  oadbb'cc  (139).  Dunque  questa  conica 
polare  si  risolve  in  due  rette  _,  una  delle  quali  è  l;  vale  a  dire  (80),  i  è 
un  flesso  (ed  /è  la  relativa  polare  armonica  )  per  qualunque  curva  di  terz'  or- 
dine passante  pei  sette  punti  anzidetti   (**). 

(a)  Una  cubica  ha  nove  flessi,  che  sono  le  intersezioni  della  medesima 
coli' Hessiana  (100).  Siccome  poi  la  retta  che  unisce  due  flessi  passa  per  un 
terzo  flesso  (  139^  b),  così  per  ciascuno  di  que' nove  punti  passeranno  quattro 
rette  contenenti  gli  otto  restanti.  Quindi,  in  virtù  del  precedente  teorema, 
qualunque  linea  del  terz'  ordine  descritta  pei  nove  fles- 
si di  una  data  cubica  ha  i  suoi  flessi  in  questi  medesi- 
mi   punti    (***). 

Le  cubiche  aventi  in  comune  i  nove  flessi  chiamansi  sizigetiche. 

(b)  Siccome  per  ogni  flesso  della  cubica  data  passano  quattro  rette,  cia- 
scuna delle  quali  contiene  altri  due  flessi,  così  il  numero  delle  rette  contenenti 

4X9 

tre  flessi  è =12.  Indicando  i  flessi  coi    numeri   123 9 ,  tali   rette 

3 
si  possono  rappresentare  così  : 


123, 

148, 

157, 

169, 

456, 

259, 

268, 

358, 

789, 

3G7, 

349, 

247; 

dove  si  fa  manifesto  che  queste  dodici  rette  si  ripartiscono  in  quattro  gruppi, 
ciascuno  de' quali  è  formato  da  tre  rette  (scritte  nella  stessa  linea  verticale) 
passanti  per  tutti  i  nove  punti  d'inflessione.  Dunque  pei  nove  flessi  di  una  cu- 
bica passano  quattro  sistemi  di  tre  rette  (****),  ossia  in  un  fascio  di  cu- 
biche sizigetiche  v'  hanno  (juattro  cubiche,  ciascuna  del- 
le   quali   si    risolve    in    tre    rette    (cubiche    trilatere). 

Siccome  una  terna  di  rette  può  risguardarsi  come  una  linea  di  terz' ordine 
dotata  di  tre  punti  doppi,  e  d'altronde  (88)  un  fascio  di  cubiche  contiene 
dodici  punii  doppi,  così  pei  nove  flessi  della  cubica  data  non  passa,  oltre  i 
quattro  sistemi  di  tre  rette,  alcuna  curva  dotata  di  punto  doppio  o  di  cuspide. 

141.  Considerando  il  flesso  i  della  cubica  fondamentale  come  un  punto 
dell' Hessiana  (cioè  come  un  punto  avente  per  conica  polare  un  pajo  di  rette 
incrociate  in  un  altro  punto  t' ) ,  il  polo  i'  coniugato  (132,b)  ad  i  è  il  punto 
d'  intersezione  della  tangente  stazionaria  colla  polare  armonica.   In  generale ,  le 


(*)  Plhcker  ,  System  der  analylischen  Geometrie,  p.  288. 

(**)  Salmon,  Lettre  à  M.  A.  L.  Creile     Giornale  di  Crklle,  t.  39,  Berlino  1850,  p.  365}. 

(***)  Messe,  Veber  die  Wcndepuncte  u.  s.  w.  p.  107. 

(****)  PlUckeb  ,  system  der  analylischen  Geometrie,  p.  281. 
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fangenli  all'  Hessiana  in  due  poli  coniugali  concorrono  in  uno  stesso  punto 
della  medesima  (133);  d' allroude  essendo  i  un  flesso  anche  per  1'  Hessiana 
(140,  a),  questa  curva  ha  ivi  colla  sua  tangente  un  contatto  tripunlo;  dunque 
la  tangente  in  i  sega  1'  Hessiana  in  i,  ossia  la  retta  che  è  tangente  (staziona- 
ria) della  cubica  fondamentale  nel  flesso  i  è  anche  tangente  (ordinaria)  del- 
l' Hessiana  nel  polo  coniugalo  i'   (*). 

Onesta  proprietà  si  poteva  anche  conchiudere  dalla  teoria  generale  (118, 
e;  119,  b),  dalla  quale  segue  ancora  che  tutte  le  coniche  polari  passanti  per 
i  hanno  ivi  fra  loro  un  contatto  Iripunto. 

(a)  Ciascuna  tangente  stazionaria  della  cubica  fondamentale,  essendo  an- 
che una  tangente  ordinaria  dell'  Hessiana ,  conta  come  due  tangenti  comuni  ; 
onde  le  due  curve  avranno  altre  6.6  —  2.9  =  18  tangenti  comuni.  Siccome 
poi  ogni  tangente  dell'  Hessiana  ha  due  poli  coincidenti  nel  punto  coniugato  al 
punto  di  contatto  e  gli  altri  due  poli  distinti  nella  Cayleyana  (135),  così  le 
diciollo  tangenti  (ordinarie)  comuni  all' Hessiana  ed  alla  cubica  fondamentale 
toccano    quesl'  ultima  curva  ne'  punti  in  cui  essa  è  incontrata  dalla  Cayleyana. 

(  b  )  In  generale ,  se  o ,  o'  sono  due  poli  coniugati ,  e  se  u  è  il  terzo 
punto  comune  all'  Hessiana  ed  alla  retta  oo  ,  questa  tocca  la  Cayleyana  nel 
punto  o  coniugato  armonico  di  li  rispetto  ai  due  oo  (135,  e).  iMa  allorché 
o  sia  un  flesso  della  cubica  fondamentale,  ii  coincide  con  o  ;  epperò  (4) 
anche  o  si  confonde  con  o.  Dunque  la  Cayleyana  tocca  1'  Hessia- 
na nei  nove  poli  coniugati  ai  flessi  della  cubica  fonda- 
mentale. 

(e)  Una  tangente  della  Cayleyana,  quale  é  u'r  (fig.  8.^),  sega  questa 
curva  in  quattro  punti  o^o./ì^oJ  ,  i  quali  sono  le  intersezioni  di  u'r  colle  rette 
costituenti  le  coniche  polari  di  o,  o'  (135).  Quando  o  è  im  flesso  della  cu- 
bica fondamentale,  la  conica  polare  di  o  è  costituita  dalla  tangente  stazionaria 
oo'  e  dalla  polare  armonica,  e  quest'ultima  si  confonde  con  u'r,  perchè  u' 
ed  o  coincidono  insieme.  Ond'  è  che  de'  due  punti  o^o.{  \'  uno  cade  in  d 
(od  m' )  e  l'altro  si  unisce  all'intersezione  di  due  tangenti  infinitamente  vicine 
ur,  o'oi'  della  Cayleyana  ,  cioè  al  punto  di  contatto  fra  questa  curva  e  la  retta 
w'r.  Questa  retta  ha  diuique  un  contatto  tripunlo  colla  Cayleyana;  e  siccome 
questa  curva,  essendo  della  terza  classe  e  del  sesl' ordine  ,  non  può  avere  altre 
singolarità  all' infuori  di  nove  cuspidi  (99,   100),  così: 

Le  polari  armoniche  dei  nove  flessi  della  cubica  fon- 
damentale sono  tangenti  alla  Cayleyana  nelle  nove  cuspidi 
di    questa    curva. 

(d)  L' Hessiana  e  la  Cayleyana  sono  dotate  di  proprietà  completamente 
reciproche.  Infatti  : 

Una  tangcnle  qiialiniqiie  della  Cayleya-  In  un  punto  (|iialiiii((ti(;  n  ilell' Hessia- 

na sega  r  Hessiana  in  due  punii  corrispon-  na  concorrouo  tre  langenii  «Iella  Caylcya- 
denii,cioc  avenii  lo  stesso  tangenziale,  cJ  na  ;  due  di  osse  sono  currispondenli  ^  cioè 
in  un  terzo  punto  che  è  il  coniugato  ar-  la  retta  che  ne  unisce  i  punii  di  contatto 
nionico  del  punto  di  contatto  della  Cayle-  è  ima  tangcnle  della  Cayleyana;  la  terza 
yana  rispello  ai  piiini  due  (l.'i;j,  e).  poi  è  la  coniugata  armonica,  rispetto   alle 

due  prime,  della  tangente  all' Hessiana  in 

0  (  l.'Jó  ,  a  ;. 


'*)  CiEBScH  ,  Veber  ilie  ÌVenJetangenten  (ter  Ciirvcn  driller  Oriliiunij  (Giornale  Cbrlle-Bob- 
CUABDT,  t.  58,   Di'iiino   1861  ,  |>.  232). 
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Da  questa  perfetta  reciprocità  segue  che  le  proprietà  della  Cayleyana  si 
potranno  conchiudere  da  quelle  dell'  Hessiana  e  viceversa.   Per  esempio  : 

I  nove  punti  ì,  ne' quali  l' Hessiana  è  Le    nove    rette  /  tangenti  alla  Cayle- 

toccata  dalle  sue  tangenti  siazionai'ie,  sono  yana  nelle  cuspidi ,  sono  tangenti  cuspidali 

i  flessi    anche  delle  infinite  curve  di  terzo  per   tutte   le  infinite  curve  di  terza  classe 

ordine  passanti  pei  medesimi.  cti' esse  toccano. 

Al  fascio  di  queste  curve  appartengo-  Alla  serie  di  queste  curve  apparten- 
ne quattro  trilateri,  cioè  i  nove  flessi  sono  gono  quattro  triangoli,  cioè  le  nove  rette 
distribuiti   a    tre  a  tre  su  dodici  rette  R,  I    concorrono    a    tre  a  tre  in  dodici  punti 


delle  quali  in  ogni  punto  i  ne  concorrono 
quattro. 

l  vertici  dei  quattro  trilateri  sono  i 
dodici  punti  r  O. 

Fra    le    curve  di  lerz'  ordine  aventi  i 


r,  ciascuna  di  quelle  contenendo  quattro 
di  questi. 

I  lati  dei  quattro  triangoli  sono  le  do- 
dici rette  R. 

Fra  le  curve  di  terza  classe  aventi  per 


flessi   in   comune  coli'  Hessiana  v'  è  anche  tangenti  cuspidali  le  rette  /  ve    n'  ha  una 

la    cubica    fondamentale   C^,  rispetto    alla  A'j  (**),  rispetto    alla  quale  la  Cayleyana 

quale    I'  Hessiana    è   il   luogo  di  un  punto  è  l' inviluppo  di  una  retta  il  cui  primo  in- 

che    abbia    per   conica   polare    un    pajo  di  viluppo  polare  (82)  sia  una  coppia  di  pun- 

rette  ,  e  la  Cayleyana  è  1' inviluppo  di  que-  ti,  e  1' Hessiana  è  il  luogo  di  questi  punti, 
sle  rette. 

Le  tangenti  stazionarie  1'  della  cubi-  Le  cuspidi  della  curva  A'3  sono  i  nove 

ca  Cj  toccano    1'  Hessiana    e  la  Cayleyana  punti  i'  ove  1'  Hessiana  e  la  Cayleyana  si 

ne'  punti  i  comuni  a  queste  due  curve.  toccano. 

142.  Dato  un  fascio  di  cubiche,  una  trasversale  qualunque  le  incontra  in 
terne  di  punti  formanti  un'  involuzione  di  terzo  grado ,  e  ne'  punti  doppi  di 
questa  la  trasversale  tocca  quattro  cubiche  del  fascio  (49).  Se  le  cubiche  sono 
sizigeliche  (ossia  se  hanno  i  nove  flessi  comuni)  e  se  la  trasversale  è  la  po- 
lare armonica  /  di  un  flesso  i,  le  tre  intersezioni  di  una  qualunque  fra  quelle 
cubiche  sono  i  punti  di  contatto  fra  essa  e  le  tangenti  che  convergono  al  flesso 
i  (139).  Sia  r  uno  de' punti  doppi  dell'involuzione;  la  cubica  passante  per 
f  toccherà  ivi  sì  la  trasversale  /  che  la  retta  ri,  cioè  avrà  in  r  un  punto  dop- 
pio. Ma  i  soli  punti  doppi  in  un  fascio  di  cubiche  sizigetiche  sono  le  interse- 
zioni scambievoli  delle  terne  di  rette  contenenti  a  tre  a  tre  i  flessi  (140,  b); 
dunque  i  quattro  trilateri  (  sizigetici  )  formali  da  tali  rette  hanno  i  loro  vertici 
allineati  a  quattro  a  quattro  sulle  polari  armoniche  de'  flessi. 

Di  qui  si  ricava  che,  se  r  è  un  vertice  di  un  trilatero  sizigetico ,  r  dovrà 
giacere  nella  polare  armonica  di  ciascuno  de'  tre  flessi  situati  nel  lato  opposto 
del  trilatero  medesimo  ;  ossia  : 

I  ptinti  in  cui  si  segano  a  tre  a  tre  le  polari  armoni- 
che dei  flessi  sono  i  vertici  dei  (ju  atiro  trilateri  formali 
dalle  dodici  rette  nelle  quali  giacciono  distribuiti  a  tre 
a    tre    i    flessi    medesimi    (***). 

Considerando  uno  qualunque  de'  trilateri  sizigetici ,  i  suoi  lati  contengono 
1  nove  flessi,  mentre  pei  vertici  passano  le  nove  polari  armoniche.  Sia  r  uno 
dei  verlici  ed   123  i  flessi  giacenti  nel  lato  opposto.  Siccome  per  r  passano  le 


(*)  Questa  proprietà  sari  dimostrata  fra  poco  (142). 

(**)  È  dcsideraijile  una  definizione  di  qnesta  curva  come  inviluppo  di  una  retta  variabile. 
(***)  Hesse,  Eigcnschaftcn  der    Wendepunde  der  Curccn  driitcr  Ordnung  u.s.iv.  (Giornale 
di  Cbellk,  t.  38,  Berlino  1849,  p.  257—261). 
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polari  armoniche  di  123,  le  quali  fanno  parte  delle  coniche  polari  di  questi 
punti  rispello  a  tulle  le  cubiche  sizigetiche  del  dato  fascio  (  140  ),  cosi  la  rella 
123  sarà,  relalivaiuenle  a  tulle  queste  curve,  la  retta  polare  del  punto  r 
(130,  a  ) .  Dunque  ciascun  vertice  di  un  trilatero  sizigeticoè 
polo  del  lato  opposto  rispello  a  tulle  le  cubiche  sizige- 
tiche. 

143.  Proseguendo  a  studiare  il  fascio  delle  cubiche  sizigetiche,  una  qua- 
lunque di  esse  sia  incontrata  dalla  polare  armonica  /  del  flesso  /  ne'  punti 
mm'm' ,  onde  in  questi  punti  le  tangenti  alla  curva  saranno  i(  m ,  ?n' ,  m").  La 
tangente  (stazionaria)  alla  cubica  medesima  nel  flesso  i  incontri  /  in  n.  La 
cubica  è  individuala  da  uno  qualunque  de' quatti'o  punti  nmm'm"  ,  cpperò ,  al 
variare  di  quella,  la  terna  mm'm'  genera  un'involuzione  (  di  terzo  grado  )  pro- 
iettiva alla  semplice  punteggiata  formata  dai  punti  n. 

Se  rì\r.r-  sono  i  punti  doppi  dell'involuzione,  essi  sono  anche  (142)  vertici 
de' quattro  trilateri  sizigelici  ;  siano  poi  ssiS.iS-,  le  intersezioni  dei  lati  rispelli- 
vamenle  opposti  colla  retta  /.  Per  queste  cubiche  trilatere ,  le  tangenti  al  flesso 
i  sono  evidentemente  gli  slessi  lati  i{s,  S)  ,  s., ,  s- )  ;  ond' è  che,  ogniqualvolta 
i    due    punti    m'm'   coincidono  in  r,  i  punti  mn  si  confondono  insieme  con  s. 

La  rella  in,  che  tocca  una  cubica  del  fascio  nel  flesso  i,  è  anche  tan- 
gente all' Hessiana  di  questa  nel  pimto  n  (141).  Dimque,  se  una  data  cubica 
del  fascio  incontra  la  rella  /  ne' punti  mm'm",  le  rette  i{m,  m' ,  m"  )  sono 
tangenti  nel  flesso  i  ad  altrettante  cubiche  del  fascio,  aventi  per  Hessiana  la 
curva  data.  Ossia  una  data  cubica  è,  in  generale,  Hessiana  di 
Ire    altre    cubiche    sizigetiche    ad    essa    (*). 

(a)  Se  la  cubica  data  è  un  trilatero,  un  vertice  del  quale  sia  r  ed  il 
lato  opposto  passi  per  s,  le  tre  tangenti  Hm' ,  m"  ) ,  im  riduconsi  alle  due 
ir,  is.  La  seconda  di  queste  rette  può  risguardarsi  come  tangente  stazionaria 
della  cubica  data,  la  quale  è  per  tal  modo  Hessiana  di  sé  stessa.  E  1'  altra 
retta  ir  sarà  tangente  in  i  ad  una  cubica  (del  fascio)  avente  per' Hessiana  il 
dato  trilatero.  Dunque  ciascuna  cubica  trilatera  è  Hessiana  di  sé  stessa  e  di 
un'altra  cubica  (del  fascio).  Cioè  in  un  fascio  di  cubiche  sizige- 
tiche vi  sono  quattro  curve  le  cui  H  e  s  s  i  a  n  e  sono  i  quat- 
tro   trilateri    del    fascio. 

(b)  Cerchiamo  se  nel  dato  fascio  vi  abbia  alcuna  cubica  che  sia  Hessiana 
della  propria  Hessiana.  Una  cubica  C  ha  per  Hessiana  un'altra  cubica,  e  1' Hes- 
siana di  questa  è  una  nuova  cubica  C.  Assunta  invece  ad  arbitrio  nel  fascio 
la  curva  C" ,  questa  é  Hessiana  di  tre  cubiche,  ciascuna  delle  (piali  é  alla  sua 
volta  Hessiana  di  Ire  altre  cubiche  C;  talché  C  dà  nove  cubiche  C.  Siccome 
le  cubiche  C,  C'  sono  individuate  dalle  rispettive  tangenti  in  i  (46),  od  an- 
che dai  punti  n,  n  in  cui  (piostc  segano  la  polare  armonica  /,  possiamo  dire 
che  ad  ogni  pimto  n  corrisponde  un  solo  punto  n  ,  mentre  a  ciascun  punto 
n  corrispondono  nove  punti  n;  quindi  la  coincidenza  di  due  punti  corrispon- 
denti n,  n'  avià  luogo  dieci  volte,  cioè  vi  sono  dieci  cubiche  sodisfacenti  alla 
condizione  proposta.  Di  (piesto  numero  sono  i  quattro  trilateri  sizigelici;  ep- 
peròj  lasciatili  da  parte,  avremo: 


{*;  Hesse  ,  L'eber  die  Eliminntion  (ter   Variabctn  u.  s.  w.  i  Giornale  ili  Ciiellk  ,  1.  28,  Berlino 
J844,  p.  89,. 
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Un    fascio    di    cubiche  sizigeliche   contiene  sei  cubiche, 
ciascuna   delle   quali   è   Hessiana    della   propria  Hessiana  (*). 

144.  Vogliamo  ora  trovare  la  relazione  segmenlaria  e>priraenle  la  projel- 
tività  che  ha  luogo  fra  1'  involuzione  di  terzo  grado  formala  dai  punti  mm'ìn 
e  la  semplice  serie  generata  dal  punto  n  (143).  l'reso  per  origine  de' segmen- 
ti un  punto  r,  cioè  quel  vertice  di  uno  deMrilateri  sizigetici  che  cade  nella 
retta  /;  e  chiamato  m  uno  qualunque  de' punti  mm'm",  la  projettivilà  di  che 
si  tratta  sarà  espressa  da  un'equazione  della  forma  (24^3): 

1  )     [A.rn-^A')  rm' -t-  3 ( 5 .  rn -+■  B)  nn  -i- 3 ( C . rn -h  C)  rm -f-  D.rn-~D'=^0, 

ove  A,  A',  B ,. . .  sono  coefficienti  costanti.  Il  puuto  s  corrispondente  ad  r  (143) 
suppongasi  a  distanza  infinita  ,  coni'  è  lecito  fare  senza  sminuire  la  generalità 
dell'  indagine  ;  perchè  trattandosi  qui  di  relazioni  fra  rapporti  anarmonici  , 
possiamo  ai  punti  nella  retta  /  sostituire  le  loro  projezioni  fatte  da  un  centro 
arbitrario  sopra  una  retta  parallela  al  raggio   che  passa  per  s  (18). 

Ciò  premesso ,  siccome  i  tre  valori  di  rm  corrispondenti  ad   rn^=rs  ^^  oc 
devono  essere  rm  :=  rs ,  rm'  :=  0  ^  rm"  =:  0  ^  così  se  ne  trae  ^  ^  0  ,  C  =:  0, 

D'  altronde    s    è    un    punto    della    retta    polare  di  r  rispetto    a  qualunque 
cubica  del  fascio   (142),  quindi  (11): 
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ma  rs  è  infinito,  dunque   r' :=;  0.  Così  l'equazione   1)  diviene: 

2)  A',  rm'  -f-  3{  B .  rn  -+-  B'  )  rm'  ~-  D  =  0. 

La  condizione  affinchè  la  2),  considerando  rm  come  incognita ,  abbia  due 
radici  eguali  è  : 

3)  A'-D'  —  4lB.rn^  B'  ì'  =  0, 

cioè  questa  equazione  del  terzo  grado  rispetto  ad  rn  darà  quei  tre  punti  n 
(  SjSjSj  )  a  ciascuno  dei  quali ,  come  ad  s ,  corrispondono  due  punti  m  coin- 
cidenti (  r,r./3  ). 

Se  nella  stessa  equazione  2)   si  fa  rm  =  r»i ,  otliensi  : 

4)  (A'  -i-3B)  rn   -t-  3B'.  rn'  -f-  Z)'  =  0  , 

ossia  ciascuno  de'  punti  n  dati  dalla  4)  coincide  con  uno  de'  corrispondenti 
punti  m.  Ma  i  punti  n  dotati  di  tale  proprietà  sono  (  oltre  ad  s  )  gli  stessi 
punti  SjS^s-  dati  dalia  3);  dunque  le  equazioni  3),  4),  dovendo  ammettere  le 
stesse  soluzioni  _,  avranno  i  coefficienti  proporzionali. 


(*)  Salmo-,  Higher  piane  curves ,  p.  184.  —  Akoshold,  Zur  Theorie  der  homogenen  Fun- 
ctioneti  dritlen  (rraàes  fon  drei  Tariabeln  (Giornale  di  Ckelle,  t.  39,  Berlino  1850,  p.  133 J. 
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L'  equazione  4]  non  contiene  1'  rn  lineare  ;  onde  eguagliando  a  zero  il 
coefficienle  di  rn  nella  3),  si  avrà  BB-r=0,  ossia  B' ^  0  ■,  perchè  il  por- 
re B  =  0  farebbe  scomparire  il  segmento  rn  dalla  2).  Quindi  le  3)  ,  4)  di- 
vengono : 

4B'\  rn    -+-  A-D  =0  ,       (A'-\-3B)m-^-D'  =  0, 

donde  eliminando  rn  si  lia  : 

5)  {À'—B){A'-h'2B)-  =  0. 

Posto  A' ^  B  e  per  brevità  /)' =  —  4h'B,  ovvero  posto  A'=  —  2B  e 
per  brevità  D'^  —  h'B,  le  equazioni  3),  4)  in  entrambi  i  casi  danno: 

6)  rn  —  A"  =  0  , 

e  le  radici  di  questa' equazione  saranno  rSi  ,  rs,^,  rs- . 

Fatto  adunque  h' =:  rn  ,  B' =  0  ed  inoltre  A' zz  B ,  ovvero  A' zz  —  2B  , 
r  equazione  2)   diviene  nel   primo  caso  : 

7)  (rm  —  r«  )  (rm  -t-  2rn  )"-  ~  0  , 

e  nel  secondo  : 

(  rm  —  rn  )"-  (  2rm  -h  m)  =^  0. 

Ciof-  nel  primo  caso  uno  de' tre  punti  m  corrispondenti  ad  n  =  (sijS2,s,  ) 
coincide  collo  slesso  n ,  mentre  gli  altri  due  si  riuniscono  in  un  sol  punto 
{r^  ,  r., ,  r-)  diverso  da  n.  Nel  secondo  caso  invece,  due  de'  tre  punti  m  cor- 
rispondenti ad  n  =  {$1 ,  s^,  s-^)  cadrebbero  in  n.  Ma  nella  (juislione  che  ci 
occupa  si  verifica  il  primo  caso,  non  il  secondo  (  143);  ond' è  che  dobbiamo 
assumere  A'  :=  B ,  non  già  4'  =  —  2B. 

Dunque  la  richiesta  e(|uazione  per  la  projettività  fra  1'  involuzione  forma- 
ta dalle  terne  di  punti  mm'm"  e  la  semplice  punteggiata  formata  dai  punti  n 
può  essere  scritta  così  : 

8)  rm   -h  3rn .  rm   —  4/t"'  =  0  , 

ove  h  esprime  un  coefficiente   costante. 

(a)  I  punti  S\S.,Sr,  sono  dati  dall'equazione  6) ,  ed  i  punti  rin/-,  dalla   7): 

rm  -}-  2rn  =  0  , 
ossia  dalla  : 

rm   +  8/t"  =  0  ; 

dunque  entrambi  i  sistemi  di  quattro  punti  ss,SiS-, ,  rrjr/j  sono  equianar- 
inonici  (  27  ). 

Ne  consegue  che ,  se  i  è  un  flesso  reale  delie  cubiche  sizigeliche ,  dne 
de' quattro  vertici  r  giacenti  nella  polare  armonica  /  sono  reali ^  gli  altri  due 
imaginari  (2G).  E  per  la  reciprocità  già  avvertita  (141,d),  due  delle  (piat- 
irò rette  R  (lati  do' trilateri  sizigetici  )  concorrenti  in  ì  saranno  reali,  le  al- 
tre due  imaginarie.  Che  almeno  uno  de'  flessi  di  una  cubica   sia    reale ,  risulta 


121 

manifesto  dall'  essere  dispari  il  mimerò  totale  delle  intersezioni  della  cubica 
coli'  Hessiana. 

Sia  dunque  1  un  Cesso  reale;  e  delle  ijualtro  rette  R  (140^b),  cioè 
123  j  148,  157,  169,  siano  reali  le  prime  due,  imaginarie  coniugate  le  al- 
tre. 1  quattro  flessi  57^69  saranno  necessariamente  tutti  imaginari ,  ed  invero 
uno  de'  primi  due  sarà  coniugato  ad  uno  degli  altri  due.  Siano  coniugati  5  e 
9 ,  6  e  7.  Le  due  rette  reali  59,  67,  e  le  due  rette  imaginarie  coniugate 
56_,  79  si  segano  separatamente  in  due  punti  reali  r j,  r^,  situati  nella  polare 
armonica  del  flesso   1    (139,  a). 

Essendo  reali  le  rette  123,  148,  i  flessi  23,  e  così  pure  48,  sono  o 
entrambi  reali  ^  o  imaginari  coniugati.  D'altronde  le  coppie  di  rette  [24 ,  38], 
[28,34]  devono  dare  gli  altri  due  vertici  r^ ,  r- ,  situati  in  linea  retta  con 
r,  ri.  Ma  r.,r-  sono  imaginari,  dunque  i  punti  2348  non  possono  essere  né 
tutti  reali,  né  tutti  imaginari;  cioè  23  sono  reali,  e  48  imaginari. 

Da  ciò  segue  che  de'  nove  flessi  di  una  cubica  tre  soli 
(in  linea  retta)  sono  reali,  essendo  gli  altri  imaginari 
coniugati  a  due  a  due  (*).  E  delle  dodici  rette  i?,  che  contengono  le 
terne  de' flessi ,  quattro  [123,  148,  259,  367]  sono  reali;  le  altre  no.  Uno 
de' quattro  trilateri  sizigetici  ha  un  solo  vertice  reale;  un  altro  ne  ha  tre;  i 
rimanenti  nessuno. 

(b)  Come  si  è  supposto  sin  qui,  sia  m  uno  de' punti  in  cui  una  data 
cubica  del  fascio  sega  la  retta  /,  e  sia  n  1'  intersezione  di  questa  medesima 
retta  colla  tangente  al  flesso  i.  Supponiamo  poi  che  i  punti  HI,  N  abbiano 
analogo  significato  per  1' Hessiana  della  cubica  suddetta;  avremo  similmen- 
te alla  8): 

rM"  ■+■  SrN.rM^  —  4h^  ~  0. 

Ma  r  Hessiana  passa,  come  si  è  già  osservalo  (143),  pel  punto  h, 
talché  sarà  : 

9)  rn'  -h  3rN .  rn'  —  All'  =  0  , 

donde,  dato  il  punto  n  ,  si  desume  il  punto  JV.   Per  esempio,  se  n  cade  in  r, 

si  ha  riV=  co,  cioè  JV  coincide  con  s  ;  e  se  w  é  uno  de'  punti  i\ì\f-^,  ossia 
se  n  è  dato  dall'  equazione  : 

rn    ■+■  8lf  =  0, 
si  ottiene: 

•2rN  -)-  rn  =^0  , 

vale  a  dire,  N  è  uno  de' pimti  «[S^s-.  Di  qui  si  ricava  che  le  cubiche  sizi- 
geliche  le  cui  tangenti  al  flesso  i  passano  per  uno  de'  punti  rr^r.lr^  hanno 
per  Hessiaue  i  trilateri  sizigetici;  come  già  si  é  trovato  altrove  (143,  a). 

Se  invece  è  dato  il  punto  iV,  I'  equazione  9)  dà  i  Ire  punti  n  corrispon- 
denti alle  tre  cubiche,  la  comune  Hessiana  delle  quali  è  la  curva  relativa  al 
dato  punto  N  (  143  ). 


*)  Pluckeh,  System  (ter  anatytischen  Geometrie,  p.  265. 
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(e)  Se  la  cubica  dala  è  Hessiana  della  propria  Hessiana  Il43,b),  si 
avrà  oltre  F  equazione  9)  anche  la  : 

rN''  -i-  3rn  .  rN'  —  All'  =  0. 

Sottraggasi  questa  dalia  9),  e  dalla  risultante,  omesso  il  fattore  rn  —  rN 
che  corrisponde  alle  cubiche  trilatere ,  si  elimini  rlV  mediante  la  medesima  9); 
ottiensi  così  la: 

10)  J^'  —  20^' .  rn'  —  8^«  =  0  , 

equazione  di  sesto  grado ,  che  dà  i  sei  punti  n  corrispondenti  alle  sei  cubiche 
dolale  della  proprietà  d'  essere  Hessiane  delle  proprie  Hessiane. 

145.  Le  quattro  tangenti  che  in  generale  si  possono  condurre  ad  una 
cubica  da  un  suo  punto,  nel  caso  che  questo  sia  il  flesso  /,  sono  le  rette 
i[n ,m,  m' ,m").  Ond' è  che  il  rapporto  anarmonico  della  cubica  (131,b) 
sarà  quello  de'  quattro  punti  nmm'm" ,  ne'  quali  la  polare  armonica  del  flesso 
è  incontrata  dalla  tangente  stazionaria  e  dalla  cubica   medesima. 

Ciò  premesso ,  possiamo  ricercare  quali  fra  le  cidjiche  sizigeliche  del  dato 
fascio  sono  equianarmoniche  e  quali  armoniche   (131^b). 

Siccome  i  tre  punti  mm'nì!'  sono  dati  dalla  8),  così  i  quattro  punti 
nmm'm"  saranno  rappresentati  dall'  equazione  : 

11)  rm   -4-  2rn  .  rnì  —  3rn  .  rm   —  4^^  .  rm  -4-  4A^  .  rn  =  0  , 

che  si  ottiene  moltiplicando  la  8)  per  rm  —  rn. 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchi>  la  11)  esprima  un  sistema 
eqnianarraonico  è  (27): 

rn  (  m    ■+■  8/i"'  )  =  0  , 

che    rappresenta    i    quattro    punti  rr,r.,j-- .  Dunque  (144,b)    un    fascio    di 
cubiche     sizigetiche    contiene     quattro    curve    equianarmo- 
niche,   ciascuna    delle    ([uali    è    anche   dotata   della    proprie- 
tà   d'  aver    per    Hessiana    un    trilatero    (sizigetico). 
Affinchè  la   11)  rappresenti  un  sistema  armonico,  dev'essere  (6): 

'rii   —  20/t'' .  rìi   —  8/i'^  =  0. 

Quest'equazione  coincide  colla  10);  dunque  un  fascio  di  cubiche  si- 
zigetiche contiene  sei  curve  armoniche,  le  quali  sono  an- 
che le  cubiche  dotate  della  proprietà  d'essere  Hessiane 
delle   proprie    Hessiane    (*). 


(*)  Salmod  ,  Uigher  piane  curvei ,  p.  192. 
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Art.  XXIV.  l.a  curva  di  ter*'  ordine  ronwiderata 
come  Uessiaua  di  tre  diverse  reti  di  coniche. 


146.  Una  dala  cubica  qualsivoglia  C3  può  risgiiardarsi  come  Hessiana  di 
tre  altre  cubiche  ad  essa  sizigeliche  (143).  Ciascuna  di  quesle  tre  curve  dà 
origine  ad  una  rete  di  coniche  polari ,  epperò  la  cubica  data  sarà  I'  Hessiana 
di  tre  distinte  reti  di  coniche.  Rispetto  a  ciascuna  di  queste  tre  reti,  la  cu- 
bica data  è  il  luogo  delle  coppie  de' poli  coniugati  (132,  b);  dunque  in  tre 
guise  diverse  i  punti  di  una  cubica  possono  essere  coniugati  a  due  a  due,  per 
modo  che  due  punti  coniugali  abbiano  lo  stesso  tangenziale  ,  ossia  nella  cubica 
esistono  tre    sistemi    di    punti    corrispondenti    (133,  a). 

Ed  invero,  se  0  è  un  punto  della  cubica  data  ed  w  è  il  tangenziale  di 
esso,  da  u  partono,  oltre  uo,  altre  tre  tangenti  (130,  d);  siano  0  o"  0" 
i  punti  di  contatto.  Abbiamo  così  le  tre  coppie  di  poli  coniugati  00  ,  00"  ,  00", 
in  relazione  alle  tre  diverse  reti  che  hanno  per  comune  Hessiana  la  cubica 
data. 

Applicando  lo  stesso  discorso  a  ciascuno  de' punti  0'  0"  0",  come  al  punto 
0,  si  vede  tosto  che  per  la  prima  rete  sono  poli  coniugati  00  ed  o"o''' ;  per 
la  seconda  00"  ed  o"o'  ;  per  la  terza  00"  ed  00". 

(a)  Essendo  oo,o"o"'  due  coppie  di  poli  coniugali  relative  ad  una  stessa 
rete,  se  le  rette  00",  dò"  si  segano  in  y  e  le  06"  :,  o'o"  in  z,  anche  ijz 
sarà  una   coppia  di  poli  coniugati  relativi  alla  stessa  rete  (134). 

I  punti  0,  0",  y  sono  in  linea  retta,  epperò  i  loro  tangenziali  (che  sono 
anche  i  tangenziali  ordinatamente  de' punti  0',  0'"  ,  z)  saranno  allineati  in  una 
seconda  retta  (39,  b).  Ma  i  tangenziali  di  o,  0"  coincidono  in  u;  dunque  il 
tangenziale  comune  di  y  e  s  sarà  anche  il  tangenziale  di  u.  Donde  si  racco- 
glie che  : 

Se  0  0'  0"  0'"  sono  i  punti  ove  una  cubica  è  toccata 
dalle  tangenti  condotte  da  un  suo  punto  u,  i  punti  diago- 
nali X  y  z  del  quadrangolo  odo" 6"  giacciono  nella  cubica, 
e  le  tangenti  a  questa  \n  u  x  y  z  concorrono  in  uno  stesso 
punto    della    curva. 

(b)  Dal  teorema  (134)  risulta  che,  se  ad,  bb'  sono  due  coppie  di  punti 
corrispondenti  della  cubica ,  affinchè  questi  siano  relativi  ad  uno  stesso  sistema 
è  necessario  e  sufficiente  che  il  punto  comune  alle  ab,  db'  ed  il  punto  comune 
alle  ab',  db  giacciano  nella  curva.  Laonde  ,  avuto  riguardo  alla  proprietà  (  45,  d  ), 
potremo  concludere  la  seguente: 

Se  un  quadrilatero  completo  è  inscritto  in  una  cubica, 
!  vertici  opposti  formano  tre  coppie  di  punti  corrispon- 
denti   relative    ad    uno    slesso    sistema. 

Qui  si  olfre  immediatamente  la  ripartizione  iu  tre  diversi  sistemi  de' qua- 
drilateri completi  inscritti  in  una  cubica. 

(e)  Siano  aa^  ,  bb.,  due  coppie  di  poli  coniugati  relative  a  due  reti  di- 
verse; a,  il  tangenziale  di  a  ed  a,  ;  /?  il  tangenziale  di  b  e  b.i.  Siano  e,  c^, 
y  le  terze  intersezioni  della  cubica  colle  rette  ab,  a^b.^,  a/?;  sarà  y  il  tangen- 
ziale   sì   di    e  che  di   c^.  Dunque  e,  Cj  sono  due  poli  coniugali,  relativi  però 
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alla  terza  rete  (b).  Così  pure,  se  le  relte  ab.i,  Oib  segano  la  cubica  nei  piiiui 
C2 ,  e,  ,  questi  sono  poli  coniugati  rispetto  alla  terza  rete  medesima  (*). 

14  7.  Dato  un  punto  0  ed  un  fascio  di  coniche  circoscritte  ad  un  qua- 
drangolo efgh ,  quale  è  il  luogo  de'  punti  di  contatto  delle  tangenti  condotte 
da  0  a  queste  coniche?  Siccome  per  0  si  può  condurre  una  conica  del  fascio 
e  quindi  ad  essa  la  tangente  in  0,  così  il  luogo  richiesto  passa  per  0.  Oltre 
ad  0,  ogni  trasversale  tirala  per  questo  punto  ne  contiene  altri  due  del  luogo, 
e  sono  i  punti  doppi  dell'  involuzione  che  le  coniche  del  fascio  determinano 
sulla  trasversale  (49).  Dunque  il  luogo  richiesto  è  una  cubica,  la  quale  passa 
anche  per  efgh,  poiché  si  può  descrivere  una  conica  del  fascio  che  tocchi  oe 
in  e ,  ovvero  of  in  f^  ecc. 

Ciascuna  conica  del  fascio  sega  la  cubica  in  altri  due  punti  m,  m  (oltre 
efgh),  che  sono  quelli  ove  la  conica  tocca  le  tangenti  condotte  pero.  La  retta 
mm' ,  polare  di  o  rispetto  alla  conica,  passa  per  un  punto  fìsso  u  (il  punto 
opposto  ai  quattro  efgh)  (65).  Quando  la  conica  passa  per  0,  i  due  punti 
mm'  coincidono  in  0;  laonde  questa  conica  tocca  la  cubica  in  0,  ei  n  è  il 
tangenziale  di  0. 

Fra  le  coniche  del  fascio  vi  sono  tre  sistemi  di  due  relte ,  e  sono  le  cop- 
pie di  lati  opposti  {ef,  gh) ,  (eg,  fh) ,  {eh,  fg)  del  quadrangolo  dato;  per 
ciascuno  di  essi  i  punti  mm'  coincidono  nel  relativo  punto  diagonale.  Donde 
segue  che  i  punti  diagonali  0  0"  0'"  del  quadrangolo  appartengono  alla  cubi- 
ca,  e  le  tangenti  in  questi  punti  concorrono  in  u. 

Siccome  le  rette  ole,  f,  g,  h)  sono  tangenti  alla  cubica  in  e,  f,  g,  h, 
cosi  la  conica  determinata  dai  cin(|ue  punti  ocfgh  è  la  prima  polare  del  punto 
0  rispetto  alla  cubica  medesima.  Analogamente  la  conica  uodo'd"  è  la  prima 
polare  di  u. 

148.  Sia  0  un  punto  qualunque  di  una  data  cubica  C-^,  ed  u  il  tangen- 
ziale di  0.  Se  K-^  è  una  cubica ,  la  cui  Hessiana  sia  C- ,  la  conica  polare  di 
u  rispello  a  K-  è  un  pajo  di  rette,  una  delle  quali  passa  per  0  (133,  b); 
dunque  la  retta  polare  di  0  rispetto  a  K-  passa  per  u.  Ma  u  giace  anche  nella 
retta  polare  di  0  relativa  a  C-,  giacché  quest'  ultima  curva  è  toccata  in  0  dal- 
la retta  oii;  dunque  in  u  concorreranno  le  rette  polari  di  o,  relative  a  tutte  le 
cubiche  descritte  pei  punti  comuni  a  t^  e  /£-   (84,0),  ossia: 

Se  una  retta  tocca  una  cubica  in  un  punto  0  e  la  sega 
in  un  altro  punto  u  ,  le  rette  polari  di  0,  rispetto  alle 
cubiche    sizigetiche    colla    data,    passano    tutte    per   m  (**). 

(a)  Siano  oo'o"o"'  i  punti  di  contatto  delle  tangenti  condotte  alla  cubica 
data  dal  punto  u;  pel  teorema  precedente,  u  giaco  nelle  rette  polari  di  cia- 
scuno dei  quattro  punii  suddetti,  rispetto  a  tutte  le  cubiche  sizigetiche.  Dun- 
que le  coniche  polari  di  u  rispetto  alle  cubiche  medesime  passeranno  per 
ndó'ó"   (***). 

Le    Ire    coppie    di    lati    opposti   del  quadrangolo  oo'd'o"  sono  le  coniche 


*,i  Ukssk,  l'chcT    CuTven  diillcr   Ordmmg  und  die  hcgctschnitle ,  tvelche  dicse  Cui-ven  in 
drei  Verschicdaicn  Punclcn  heruhrcn  (  Cinniale  dì  Cuelle,  I.  36,  Dcrliiio  1848,  p.  148—152). 
(**)  Salmon,  On  curvr.s-  of  Ihe  third  arder,  p.  53j. 
(***)  Caylky  ,  A  Memoir  un  curves  etc.  p.  li:t. 
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polari  di  w  rispetto  a  quelle  tre  curve  sizigetiche  la  cui  Hessiana  è  Cj ,  epperò 
saranno  tangenti  alle  tre  corrispondenti  Cavleyane. 

(h)  Si  noti  inoltre  che  óo'o"  sono  i  punti  diagonali  del  quadrangolo  for- 
mato dai  quattro  punti  di  contatto  delle  tangenti  condotte  alla  cubica  data  dal 
punto  0  (146,  a);  dunque  d  è  il  polo  della  retta  o"6"  rispetto  alle  coniche 
polari  di  o  relative  a  tutte  le  cubiche  sizigetiche   (108,  b);  ecc. 

149.  Siano  a§y  i  tre  punti  in  cui  una  retta  sega  una  data  cubica,  ed 
a(ia,a.,a-, ,  b^fifi.,b-,  Cf^CiC.2C-  i  punti  di  contatto  delle  tangenti  che  da  quelli  si 
possono  condurre  alla  curva.  Siccome  i  tangenziali  di  tre  punti  in  linea  retta 
sono  pur  essi  in  linea  retta,  così  la  retta  che  unisce  uno  de' punti  a  con  uno 
de'  punti  b  passerà  necessariamente  per  uno  de' punti  e;  epperò  i  dodici  punti 
abc  giacciono  a  tre  a  tre  in  sedici  rette  (*). 

Siano  a|,6yCQ  tre  punti  scelti  fra  quei  dodici  in  modo  che  siano  allineati 
sopra  una  retta;  e  siano  a^b^c^,  a^b.jCj,  a-}i-,c-  i  punti  corrispondenli  a  quelli 
rispettivamente  nelle  tre  reti  di  coniche ,  alle  quali  dà  nascimento  la  data  cu- 
bica considerala  come  Hessiana  (146).  Pel  teorema  (134)  sono  in  linea  retta 
le  terne  di  punti  : 

aflè,  Ci,         ^|C,  Oi,         Co«i*i' 

«0*i'^-i5  *0<^2«2  5  Co  «2*2  5 

Oq  63  Cj;  ,  b(f  C--  flj  ,  e,,  a-,  Ò-r  , 

oltre  ad  a,,  b^  Cq  . 

E  pel  teorema   (146,  e)  sono  in  linea  retta  anche  le  terne: 

«1  b.j  c- ,  a.2  63  Cj ,  Or.bi  c.i , 

Oj  b-  Co ,         a^2  *i  '^3  5         «3  b.,  Cj  . 

Queste  sedici  rette  si  possono  aggruppare  in  otto  sistemi  di  quattro  rette 
ciascuno,  le  quali  contengano  tutl' i  dodici  punti  di  contatto  (**). 

(a)  [  punti  afi^Ci,  che  corrispondono  ad  (t^fi,|C^^  rispetto  ad  una  medesi- 
ma rete,  sono  i  vertici  di  un  triangolo  i  cui  lati  passano  ordinatamente  per 
Ofl ,  6n ,  Cfl,  (134),  e  sono  anche  i  punti  di  contatto  della  cubica  colla  polo- 
conica  della  retta  a^fi^^CQ,  relativa  a  quella  rete  (137).  Dunque  (39)  le  rette 
che  uniscono  i  punti  aiòiCj  ai  vertici  del  triangolo  formato  dalle  tre  tangenti 
«Oi ,  /36i  5  yci ,  concorreranno  in  uno  stesso  punto ,  che  ì^  il  polo  della  retta 
a^y  rispetto  alia  conica  suddetta   (***). 

E  superfluo  accennare  che  la  stessa  proprietà  compete  ai  punti  a^b.^c.^ , 
a-b^c-,  che  sono  i  corrispondenti  di  ao&oC,,  rispetto  alle  altre  due  reti. 

(b)  Le  rette  a^fi^^,  a,òi  s'incontrano  sulla  data  curva  in  Cq,  onde  questa  pas- 
sa sì  pei  punti  comuni  ai  due  sistemi  di  tre  rette  («a,,^  /?Òq,  jc,,),  (a/?,  Offi^^..  a^èy), 
si  pei  punti  comuni  agli  altri  due  analoghi  sistemi  («a, ,  {ib^,  jc,,),  (a§,a^b^,afi^  ). 


(*)  Plìickhr,  System  der  analylischcn  Geometrie,  p.  272. 
(**)  Hksse,  l'eber  Curven  dritter  Ordnuny  u.  s.  w.  p.  153. 
(***)  Pluckek,  System  der  analytischcn  Geometrie,  p.  46. 


126 

Saravvi  adunque  ioO,l))  un  luogo  ili  lorz' ordine  sodisfacente  alla  duplice 
condizione  di  passiue  pei  punii  comuni  ai  due  sisleini  (aa„^  /?6y ,  yc^) , 
(  aoi  ,  ìib^ ,  jCo),  e  di  conleneie  le  inlersezioni  dei  due  sistemi  (atì ,  a^ò,, ,  a^èy), 
(  a/>' ,  Alò, ,  a|6i  ).  Quelle  due  condizioni  sono  appunto  sodisfalle  dal  sistema 
di  tre  rette  (a/^,  [01][10],  >Cq),  ove  [01]  indica  il  punto  comune  alle  ret- 
te aOg,  pb\  ,  ed  [IO]  il  punto  ove  si  segano  le  aa^  .  j^è,,  .  D' altronde ^  qua- 
lunque luogo  di  teiz'  ordine  appartenente  al  fascio  determinato  dai  due  siste- 
mi («;?,  «0^115  ^o^o)'  ("1^5  ''i^i  5  ''i^i  )  "on  può  essere  altrimenti  composto 
che  della  retta  a^  e  di  un  pajo  di  rette  coniugate  nell'  involuzione  (piadralica 
i  cui  raggi  doppi  sono  auè^,^  ajòi  (*).  Dunque  la  retta  [01][10]  passa  pel 
punto  C0  ed  è  coniugala  armonica  di  yc^^  rispetto  alle  a„b^,,  a|6,   (25,  a). 

(e)  Per  la  stessa  ragione ,  se  «a,,  incontra  j^èo  ,  /?6-  in  [02] ,  [03],  e  se 
p'ò,,  incontra  aa., ,  «a-  in  [20] ,  [30] ,  le  rette  [02][2o"] ,  [03][30J  passano  per  c„. 
Laonde,  rappresentato  con  [00]  il  punto  comune  alle  aa^ ,  (ìb,^ j,  i  due  sistemi  di 
(piatirò  punti  [00,  01  ,  02,  03]  ,  [00,  10,  20^  30]  avranno  eguali  rapporti 
anarmonici ,  imperocché  essi  risultano  dal  segare  colle  due  trasversali  ««(, , 
^'6y  uno  stesso  fascio  di  quattro  rette  concorrenti  in  c„  .  Ne  segue  che  i  rap- 
porti anarmonici  de'  due  fasci  «(01)^01,02,0-),  j!^(6y ,  61  ,  io ,  è-,)  sono 
eguali,  ossia  che  i  sei  punti  [00],  [11];,  [22],  [33],  o,  ^  giacciono  in 
una  stessa  conica,  come  si  è  già  dimostrato  altrove   (131,  a). 

Analogamente,  concorrendo  in  e,  le  quattro  rette  o^ii  ^  Oii,,^  0.16- ,  o-,Ò2 , 
i  due  fasci  «(01,501,0.2,03),  (?(  6,  _,  Òq  ,  6- ,  fc.^)  avranno  eguali  rapporti  anar- 
monici j  ecc. 

(d)  Come  nel  punto  Cy  concorrono  le  rette  [01][10],  [02][20],... 
così  »  e,  »  [00][11],[22][33],... 

»  c^  »  [00][22],[33][11],... 

»  C3  »  [00][33],[11][22],...(**). 

Dunque  i  punti  [00],  [11],  [22],  [33],  ove  si  segano  i  raggi  omo- 
Ioghi  de' due  fasci  projeltivi  «(  Oo ,  a, ,  o.^ ,  O5) ,  ^(6^  j  6, ,  6^,  6-,  )  ^  formano 
un  (piadraugolo  completo,  i  cui  punti  diagonali  e,  ^  c^^  c-^  appartengono  alla 
cubica  e  sono  i  punti  di  contatto  di  tre  tangenti  concorrenti  in  7  ,  terza  in- 
tersezione della  curva  colla  retta  «/j. 

Quando  i  punti  «(i  coincidano  ,  ritroviamo  un  teorema  già  dimostra- 
to (146,  a). 

(e)  1  punti  «,  (?  sono  i  centri  di  due  fasci  projettivi,  ne' quali  alle 
rette  a(a^^,  a^  ,  a., ,  a-)  corrispondono  f»  (  ò,, ,  6,  ,  60 ,  65  ).  Condotta  per  «  una 
retta  qualunque  che  seghi  pV;,,  nel  punto  [xO]  ;  unito  [.rO|  con  c^^  mediante 
una  retta  che  seghi  «0,,  in  |0.r];sarà  p'[Ox]  la  retta  corrispondente  ad  «[xO]. 
Jn  questo  modo  si  trova  che  alla  retta  a^  corrisponde  /ic^  od  «Cy ,  secondo 
che  a^  si  consideri  appartenente   al  fascio  «  0  f?.   Dunque  (69)  «Cy ,  ^c^^  so- 


(*i  Se  le  cnniclie  d'un  fascio  hanno  un  punto  doppio  comune  c„,cioè  se  ciasciina  di  esse  consta  di 
due  ii-ltc  incrociale  in  f„,  liille  le  analoghe  coppie  di  polle  formano  evidcnlemcnle  un'involuzione,  i 
cui  ra)!Ki  doppi  rappresentano  le  due  lince  ilei  fascio  per  le  i|uali  C,,  è  una  cuspide  '  48). 

[**)  In  ciascuno  de' punti  e  concorrano  sci  rette  analoglie  a  (OIi(lO). 
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no   le    tangenti   in    a,  /9  alla    conica    generata    dai    due   fasci  projettivi;  os«.ia 
(107)  c„  è  il  polo  della  retta  a^  rispetto  alla  conica  «i?  [00][1 1][22][33]. 

Analogamente,  i  punti  c,,c.2,C;r  sono  i  poli  della  retta  o.(i  rispetto  alle 
altre  tre  coniche  passanti  per  «^  e  per  le  intersezioni  delle  tangenti  che  con- 
corrono in  a  ed  in  ^  (131,3).  Ossia: 

Le  tangenti  che  si  possono  condurre  ad  una  cubica 
da  due  suoi  punti  a,  ^  si  segano  in  sedici  punti  [xy]  si- 
tuati a  quattro  a  quattro  in  quattro  coniche  passanti 
per    a    e    /?. 

I  poli  della  retta  a8  rispetto  a  queste  coniche  giac- 
ciono nella  cubica,  la  quale  è  ivi  toccata  da  quattro  ret- 
te concorrenti  in  y ,  terza  intersezione  della  curva  colla 
retta  a^. 

I  poli  di  «^  rispetto  a  tre  qualunque  fra  quelle  co- 
niche sono  i  punti  diagonali  del  quadrangolo  completo 
avente  per  vertici  i  quattro  punti  [xy]  situati  nella  quar- 
ta   conica    (*). 

(f)  La  conica  polare  di  Cq  ,  oltre  al  toccare  la  cubica  in  e,,,  la  seghi 
ne'  punti  pqrs.  Ogni  conica  passante  per  pqrs  incontra  la  cubica  in  due  altri 
punti  che  sono  in  linea  retta  col  punto  y ,  tangenziale  di  Cq  (147);  dunque 
la    conica  descritta   per  pqrs  ed  a  passerà  anche  per  3. 

Si  noti  poi  che  il  quadrangolo  completo  pqrs  ha  i  suoi  punti  diagonali 
in  CiCjC- ,  cioè  ne' punti  che  hanno  il  tangenziale  comune  con  Cq  (146,3). 
Ne  segue  che  il  triangolo  CjCjC^  è  coniugato  rispetto  ad  ogni  conica  circo- 
scritta al  quadrangolo  pqrs. 

Ma    siccome    CiC.c^    sono    anche    i    punti    diagonali    del    quadrangolo 
[00][1 1][22][33]  ,  cosi  il   triangolo  e, ce-,  è  pur  coniugato  rispetto    alla   coni- 
ca   nella    quale    giacciono    i    sei    punti  a;i?[00][l  1][22][33].  Dunque  (  108  ,  e  ) 
questa  conica  passa  anche  per  pqrs  (**). 

150.  Se  nel  metodo  generale  (67,  e)  per  costruire  il  punto  opposto  a 
quattro  punti  di  una  cubica  C^  si  suppone  che  questi,  coincidendo  per  cop- 
pie, si  riducano  a  due  soli  a,  b,  il  punto  opposto  j  sarà  in  linea  retta  coi 
tangenziali  a,  ('?  di  a,  b,  cioè  sarà  il  tangenziale  della  terza  intersezione  e 
della  cubica  colla  retta  ab.  Ogni  retta  condotta  per  y  sega  la  cubica  in  altri 
due  punti  mn ,  pei  quali  passa  una  conica  tangente  in  a  e  6  alla  cubica  me- 
desima; onde,  se  i  punti  mn  coincidono,  la  conica  e  la  cubica  avranno  fra 
loro  tre  contatti  bipunti.  Pel  punto  y  passano  quattro  rette  tangenti  a  C^  ; 
uno  de' punti  di  contatto,  e,  è  in  linea  retta  con  ai;  gli  altri  tre  siano  CiC-iC-, 
e  consideriamo  la  conica  tangente  in  abc^ .  1  punti  cc^  sono  poli  coniugati  ri- 
spetto ad  una  delle  tre  reti  di  coniche,  1' Hessiana  delle  quali  è  la  cubica 
data   (146);  e  se  6,    è  il  polo  coniugato  a  b  nella    stessa    rete,  la  retta  6, e, 


(* )  Salmon,  Théorèmes  sur  les  courbes  de  troisUme  degré ,  p.  276,  —  Uiglier  piane  cur- 
ves ,  p.  134. 

{**)  Samdel  Roberts,  071  the  intersections  of  tangents  drawn  tliroufih  tuo  points  nn  a  cur- 
ve of  the  third  degree  (Quailerl)'  Journal  of  yme  and  applicd  Mathemalif  s ,  vul.  3,  Lonilun  1860, 
p.   121). 
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passerà  per  a,  e  le  èc,  ,  b^c  si  taglieranno  in  a,,  polo  coniugato  ad  a  vi- 
spelto  alla  medesima  rete  (134).  Vale  a  dire,  se  la  cubica  è  toccata  in  aie, 
da  ima  curva  di  second'  ordine ,  i  poli  a,i|C  coniugati  ad  abc^  rispetto  ad 
una  delle  tre  reti  sono  in  linea  retta;  donde  segue  che,  rispetto  alla  rete 
medesima  ,  ciucila  curva  di  secoud'  ordine  è  la  poloconica  della  retta  (t^b^c  (  137  ). 
Analogamente  .  se  a.,6., ,  a-b-  sono  i  punti  corrispondenti  ad  ab  nelle  altre  due  reti , 
le  coniche  tangenti  in  abc=>,  abc-  sono  le  poloconiche  delle  rette  a._,b.,c,  a^b^c 
rispetto  a  queste  reti. 

Così  le  coniche  tangenti  ad  una  cubica  in  tre  punti  si 
distribuiscono  in  tre  sistemi,  relativi  alle  tre  reti  aven- 
ti per  comune  Hessiana  la  cubica  data.  !  sci  punti  di  contatto 
di  due  coniche  d'  uno  stesso  sistema  giacciono  in  una  conica  segante  ;  e  vice- 
versa, se  pei  tre  punti  di  contatto  d'una  conica  d'un  certo  sistema  si  de- 
scriva ad  arbitrio  una  linea  di  second'  ordine,  questa  sega  la  cubica  in  tre 
nuovi  punti ,  ne'  quali  questa  curva  ^  toccata  da  un'  altra  conica  dello  stesso 
sistema   (  137  ^  a  ). 

Se  una  poloconica  dee  passare  per  due  punti  dati  o  ,  o  ,  la  retta  a  cui 
essa  corrisponde  sarà  tangente  alla  conica  polare  di  o  ed  a  quella  di  o  (  136,  a). 
Ma  due  coniche  hanno  (juattro  tangenti  comuni;  dunque  per  due  punti  dati 
ad  arbitrio  passano  dodici  coniche  (  quattro  per  ciascun  sistema  )  aventi  tre 
contatti  bipimti  colla  data  curva  di  terz'  ordine. 

La  poloconica  di  una  tangente  stazionaria,  per  ciascuna  delle  tre  reti, 
ha  un  contatto  sipunto  coli'  Hessiana  (137);  vi  sono  adunque  venti- 
sette coniche  (nove  in  ciascun  sistema)  aventi  un  con- 
tatto sipunto  colla  cubica  data  (*).  1  punti  di  contatto  sono  quel- 
li che  nei  tre  sistemi  corrispondono  ai  nove  (lessi ,  vale  a  dire ,  sono  i  punti 
in  cui  la  cubica  ì^  toccata  dalle  tangenti  condotte  per  uno  de' flessi  (39,  d). 
Uno  qualun(|ne  di  questi  punti  chiamisi  p^  q  od  r ,  secondo  che  appartenga 
air  uno  0  all'  altro  dei  tre  sistemi. 

Tre  flessi  in  linea  retta  ed.  i  nove  punti  pqr  che  ad  essi  corrispondono , 
nei  tre  sistemi ,  formano  im  complesso  di  dodici  pi\nti  ai  quali  si  possono  ap- 
plicare le  proprietà  (149).   Dunque: 

Ogni  retta  che  unisca  due  punti  f  (  dello  stesso  sistema  )  passa  per 
un  flesso  ; 

Ogni  retta  che  imisca  due  punti  jiq  (  di  due  diversi  sistemi  )  sega  la  cu- 
bica in  un  punto  r  (  del  terzo  sistema  ). 

Ed  inoltre  (137^  a): 

I  sci  pimii  p  che  (in  uno  slesso  sistema  )  corrispondono  a  sei  flessi  alli- 
neati sopra  due  rette,  giacciono  in  una  conica   (**). 


(*)  STKmER  ,  Geomeirische  Lchrsatze  i  Ciorii.ilc  di  CntLUK ,  t.  32,  Berlino  1816,  p.  132). 

(**    IIessk,  Ucher  Curvcn  driltcr  Ordnung  u.  s.  w.  p.  165-175. 

Olire    alle    Momoiio    citale  in  qncsi»  e  nel  precedente    articolo  veggansi  le  scgucnli: 

MOmus,  Vcljcr  die  Grundfnrmen  dcr  Linieri  der  dritler  Ordnung  i  Abliandlnngon  ilei  K. 
Saclisisclien    Gcsellsclial't  der  Wissenschallen  ,    I.  Ild,  Leipzig   1849,  p.  40). 

Rkll*vitis,  Sulla  classificazione  delle  curve  del  terz' ordine  (Memorie  della  Sorielò  Italiana 
ilellc  sricnzc,  l.  25,  parie  2.,  Moili'iia  1851  ,  p.  33).  —  Sposizione  dei  nuovi  melodi  di  geometria 
nitalitica  i  .Memorie  dill' Isliliilo  Veneto,  voi.   8,  Venezia   I8C0,  p.  342  ». 
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